o 

a 



s 



Fibration de Hitchin et endoscopie 
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C*^ I Mermoz, decidement, s'etait retranche derriere son 

fl\ • ouvrage, pareil au raoissonneur qui, ayant Men lie 

r-^s ' sa gerbe, se couche dans son champ. 

00 , Terre des hommes. Saint Exupery. 

Resume 

\,J \ We propose a geometric interpretation of the theory of elhptic 

■^ ' endoscopy, due to Langlands and Kottwitz, in terms of the Hitchin 

(~| ■ fibration. As apphcations, we prove a global analog of a purity conjec- 

j^ \ ture, due to Goresky, Kottwitz and MacPherson. For unitary groups, 

this global purity statement has been used, in a joint work with G. 
Laumon, to prove the fundamental lemma over a local fields of equal 

_j. , characteristics. 

> 

Q\ '. Nous proposons dans cet article une interpretation geometrique de la 

•^ I theorie d'endoscopie elliptique, due a Langlands et Kottwitz, a I'aide de la 

Q ' fibration de Hitchin. 

■^ ■ L'espace de module A4 des paires de Hitchin (c/. [TT]) depend de la 

donnee d'une courbe projective lisse -^/Fg et d'un fibre inversible £ sur 
X et d'un schema en groupes reductifs G au-dessus de X. II parametre les 
paires {E, ip) oil E est un G-torseur sur X et oil y? est une section globale du 
fibre vectoriel ad(i?) ® C Le nombre de F^-points de M. s'exprime formelle- 
ment comme le cote geometrique de la formule des traces sur I'algebre de 

^ ■ Lie pour une certaine fonction test tres simple. Le decoupage de la formule 

des traces en classes de conjugaison stables correspond de fagon evidente au 
morphisme de Hitchin / : A^ — »■ A associant a une paire {E., ip) le polynome 
caracteristique de Tendomorphisme infinitesimal ip. L'espace affine de Hitchin 
A dont la dimension depend du triplet {X,G,C), parametre ces polynomes 
caracteristiques. La somme des integrates orbitales globales dans une classe 
de conjugaison stable donnee a G A{k), compte formellement le nombre de 
points rationnels de la fibre de Hitchin f~^{a) ; ces nombres pouvant etre 
infinis pour les caracteristiques a non elliptiques. 
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Pour un groupe G semi-simple, il y a un ouvert dense A^'' de A au- 
dessus duquel le morphisme / est propre, en particulier de type fini et oii 
les integrales orbitales consistent en des sommes finies. Get ouvert contient 
les classes de conjugaison stable rationnelles qui sont geometriquement ellip- 
tiques c'est-a-dire les classes qui restent elliptiques apres toute extension du 
corps des constants. Dans ce travail, nous nous sommes limites a cet ouvert 
elliptique. Notre notion d'ellipticite est un peu differente de la notion stan- 
dard en ce qu'elle concerne uniquement le tore maximal et non le centre de 
G. 

Du cote automorphe, Langlands [IH] et Kottwitz ^H] ont reecrit la partie 
elliptique de la formule des traces en une somme oil on voit apparaitre une 
premiere sommation sur Fensemble des classes de conjugaison stables des 
tores maximaux T de G definis sur le corps global de X, puis une deuxieme 
sommation sur les elements k G T'" oil T est le tore dual complexe de T, muni 
d'une action finie du groupe de Galois V du corps F des fonctions rationnelles 
de X. L'objet de cet article est de donner une interpretation geometrique de 
cette formule, autrement dit de trouver une decomposition de I'image directe 
/*Q£, du moins de sa restriction a I'ouvert elliptique. 

De notre point de vue, il est naturel d'intervertir I'ordre dans la som- 
mation ci-dessus. On trouvera d'abord une decomposition canonique de la 
cohomologie perverse de la fibration de Hitchin en somme directe 



"H'iffQi) = "^'{ffQe 



qu'on appellera la [^j-decomposition. Gette somme s'etend sur Fensemble des 
classes de VT '-conjugaison [k] des caracteres d'ordre fini n : X^ — i> C^ oil on 
a note X^ le groupe des cocaracteres du tore maximal abstrait de G et oil 
W' = W xi Q, W etant le groupe de Weyl, 9 etant le groupe de Galois d'un 
revetement fini etale de X sur lequel G devient une forme interieure d'un 
groupe constant. 

Les relations precises entre T et n, comprenant notamment k, & T^, 
sont inherentes a la formule de Langlands et Kottwitz. EUes se traduiront, 
dans notre approche, en une estimation du support de la partie [k] -isotypique 
pH*(/*(Q^)[k]. On demontre que la partie K-isotypique est supportee par le 
reunion des images dans A des espaces affines de Hitchin Ah des groupes 
endoscopiques non ramifies H associes a k, voir le theoreme 10.4 qui est le 
resultat principal de cet article. 

Dans la demonstration recente du lemme fondamental pour les groupes 
unitaires J2D], cette description du support a joue le role d'un enonce de 
purete analogue a une conjecture de Goresky, Kottwitz et MacPherson p. 



On pourrait s'attendre a ce qu'il en est de meme en general, voir la discussion 
a la fin de §10. 

L'ingredient de base pour construire la [fi;]-decomposition est I'existence 
d'une action d'un champ de Picard relatif P/A sur la fibration de Hitcliin 
M./A. Par exemple, si G = GL(n), on pent associer a toute caracteristique 
a e A, un revetement spectral Ya ^ X fini de degre n qui est generiquement 
etales pour des caracteristiques a G A generiques. D'apres Hitcliin [TT] et 
Beauville, Narasimhan et Ramanan [2.,, la fibre f~^{a) = M.a s'identifie a 
la jacobienne compactifiee de Fq. Dans ce cas, le champ de Picard Pa n'est 
autre que la jacobienne de Ya et Faction de Pa sur Jvia est Taction evidente 
de la jacobienne sur la jacobienne compactifiee par produit tensoriel. Dans 
le cas des groupes classiques, on pent egalement deviner P et son action sur 
M.. La definition uniforme du champ de Picard P/A est fondee sur le schema 
en groupes J des centralisateurs reguliers de G. 

Le champ de Picard relatif P/A agit sur la fibration de Hitchin et par 
consequent, sur les faisceaux de cohomologie ^H*(/,,Q^). Le lemme d'homo- 
topie (c/. p^ 3.2) nous dit que cette action se factorise a travers une action 
du faisceau 71q{P/A) dont la fibre en un point geometrique a G A est le 
groupe des composantes connexes 7ro(Pa). 

Sur I'ouvert A'^" de A, le faisceau 7ro(P/A) est un faisceau en groupes 
abeliens finis. Dans un voisinage d'un point a elliptique, ^H*(/^,(Q£) se decom- 
pose selon les caracteres du groupe fini vro(Pa) et c'est ainsi qu'on pent faire 
apparaitre les caracteres endoscopiques k. 

L'action du champ de Picard P sur la fibration de Hitchin pent etre 
consideree comme I'interpretation geometrique de I'operation d'extraction 
de I'integrale orbitale globale un nombre de Tamagawa. L'integrale orbitale 
globale divisee par ce volume, se decompose alors en un produit d'integrales 
orbitales locales. Cette formule de produit s'interprete geometriquement : 
le quotient d'une fibre de Hitchin Ada par le champ de Picard fibre Pa se 
decompose en un produit. A partir de cette formule produit, on retro uve I'ob- 
struction cohomologique, construite par Langlands et Kottwitz, pour qu'une 
collection des classes de conjugaison locales, toutes dans une classe de conju- 
gaison stable donnee, se recoUent en une classe de conjugaison rationnelle : 
I'obstruction se trouve tautologiquement dans H^(A;, P^). 
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1 Comptage des paires de Hitchin 

Soit k = Fq un corps fini et k sa cloture algebrique. Dans tout Particle, 
on va supposer que la caracteristique de k est suffisamment grande. On en 
donnera une borne precise dans §2. 

Soit X une courbe projective lisse geometriquement connexe sur k. Notons 
rj = Spec(F) son point generique, F etant le corps des fonctions de X et 
notons |X| Pensenible des points fermes de X. Pour toute v G |X|, notons 
Fy la completion de F pour la topologie f-adique. On va fixer un diviseur 
effectif D = J2ve\x\ dv[v] de degre d = X]i;6|x| dvdeg{v). Soit Ox{D) le fibre 
en droites associe a ce diviseur et L^ le G^-torseur sur X associe a ce fibre 
en droites. On supposera que deg(D) > 2g — 2. 

Soit G un groupe reductif connexe deploye ^ sur fc et G un schema en 
groupes sur X qui localement pour la topologie etale de X, est isomorphe a 
X X G. Le groupe des automorphismes de G est un groupe algebrique sur k 
qui s'insere dans la suite exacte 

1 ^ G^d ^ Aut(G) -^ Out(G) -^ 1 

oil G^*^ est le quotient de G par son centre et oii Out(G) est un groupe 
discret, cf. J2S1- Le groupe G a des epinglages definis sur k, fixons-en un. Le 
sous-groupe de Aut(G) fixant ce scindage s'envoie bijectivement sur Out(G) 
et induit done un scindage Out(G) -^ Aut(G) de la suite exacte ci-dessus. 

Soit X un point geometrique de X. La donnee de G induit un Aut(G)- 
torseur tq sur X dont la classe d'isomorphisme est un element 

[tg] eE \MX,x),Ant{(G)(k)). 

^Tout groupe reductif connexe sur un corps fini est quasi-deploye et cela suffit pour 
nous. Neanmoins, comma G sert seulement comme modele auquel G est localement iso- 
morphe a pour la topologie etale, il n'y a pas de raison de ne pas supposer (G deploye. 



En utilisant la projection Aut((G) -^ Out((G) on obtient un Out(G)-torseur 
r°"*. La classe d'isomorphisme [rg*^*] G H^(7ri(X, x), Out((G)) consiste en un 
homomorphisme 

PG :7ri(X,a;) ^ Out(C;) 

puisque (G etant deploye, Paction de tti{X,x) sur Out((G) via Gal(A;/A;) est 
triviale. Nous allons noter I'image de 7ri(X, a;) dans Out(G). L'homomor- 
phisme surjectif pc '■ ni{X,x) -^ 6 definit un revetement Xq de X etale 
galoisien de groupe de Galois 9 et pointe par un point geometrique xq de 

Le relevement Out(G) -^ Aut(G) construit a partir du scindage, nous 
donne a nouveau un Aut(G)-torseur t^^. Ce torseur correspond a un schema 
en groupes quasi-deploye G"^^* sur X dont G est une forme interieure. Le 
schema en groupes G est quasi-deploye si les Aut(G)-torseurs tq et t^^ sont 
isomorphes. 

On appelle paires de Hitchin, par rapport a X, G et Ox{D), les paires 
{E, (p) ou E est un G-torseur sur X et oh (p e H°(X, ad{E)0Ox{D)), ad{E) 
etant le fibre vectoriel sur X obtenu en tordant le fibre vectoriel Lie(G) 
muni de Paction adjointe de G par le G-torseur E. On considere le champ Ai 
classifiant ces paires. II associe a tout Fg-schema S la categorie en groupoides 
des paires {E,ip) oil E est un G-torseur sur X x S et on ip E H°(ad(-E) 
pr^OxiD)), pTx : X X S -^ X etant la projection evidente sur X. C'est un 
champ algebrique. 

On va decrire de fagon adelique la categorie Ai{k) des paires de Hitchin 
definies sur k. Soit {E, ip) un objet de M.{k). La classe d'isomorphisme de la 
fibre generique de E definit un element cl^(-E) de H^(F, G). 

Lemme 1.1 Soit E un G -torseur sur X . L 'element clrj{E) deH^(F, G) qui 
correspond a la classe d'isomorphisme du G-torseur Er^, a I'image triviale 
dans H^(F^, G) pour toutes les places v de X . Inversement soit c un element 
de 

ker\F,G) = ker[}l\F,G) -^ Y[}l\F^,G)]. 

V 

Alors, il existe un G-torseur E sur X dont la classe d'isomorphisme de la 
fibre generique cl^(i5) est I' element c. 

Demonstration. Soit cl^(-E) I'image de c\{E) dans H^(F^, G). Get element est 
aussi I'image de Pelement de /9„ G H^(Spec(Ot,), G), la classe d'isomorphisme 
du G-torseur Eq^ sur Spec((9t,). Ge H^ etant trivial par un theoreme de Lang, 
on deduit que Pelement cl^(ii^) G H^(F^,G) est trivial. 

Inversement, soit E^j un G-torseur sur le point generique 77 de X ayant la 
classe d'isomorphisme c G ker^(F, G). On pent prolonger E^ en un G-torseur 



Eu sur un ouvert U de X. Sur un point v du complementaire de U, on pent 
recoUer Eu avec le G-torseur triviale sur Spec(0^), parce que la restriction a 
Ey de Eu est un G-torseur trivial. On obtient ainsi un G-torseur sur X dont 
la classe d'isomorphisme de la fibre generique est I'element c. D 

Deux G-torseurs sur X seront dits isogenes s'ils ont des fibres generiques 
isomorphes. On a demontre que Fensemble des classes d'isogenie de G-torseur 
sur X est en bijection canonique avec le sous-ensemble ker^(F, G) de H^(F, G) 
constitue des elements localement triviaux. Dans le cas oil G est un groupe 
semi-simple adjoint ou simplement connexe, d'apres un theoreme de Kneser, 
cet ensemble est reduit a I'element neutre de H^(F, G). Ce n'est pas le cas en 
general. Notons au passage que I'ensemble de ker^(F, G) apparait egalement 
dans le comptage des points des varietes de Shimura (c/. |16]). 

Pour tons c G ker^(F, G), on clioisit un G-torseur modele Ec sur X dont 
la fibre generique a la classe d'isomorphisme c et qui est muni des trivial- 
isations sur tons les traits Spec((9i,) avec v G |X|. Soit Gc le schema en 
groupes des automorphismes de Ec et Lie (Gc) le schema en algebres de Lie 
associe. Les trivialisations locales choisies induisent des isomorphismes entre 
les changements de base a Spec(0„) de G et de Gc- 

Considerons done la categorie TZc des triplets {E, ip, l) formee d'une paire 
de Hitchin {E,ip) G A4{k) et d'une rigidification de la fibre generique i?^ 
L : Erj-^ Ec,,,. Le groupe des automorphismes d'un tel triplet est trivial 
puisqu'un automorphisme de E qui fixe la trivialisation generique l est necessaire- 
ment I'identite si bien que la categorie TZc est discrete. 

Proposition 1.2 On a une equivalence de categories entre la categorie TZc 
des triplets {E, ip, l) comme ci-dessus, et la categorie discrete des uplets 

{7,{9v)ve\x\) 

constitues 

- d'un element'-) G Lie(Gc)(-F), 

- d'un g^ G G{Fv)/G{Ov) pour chaque v G |X| tel que pour presque 
toutes V, g^ est la classe neutre, 

qui verifient ad{gy)~^{'y) G TU~'^''Lie{G){Oy) pour tous v G |X|. Ici, w^ est 
une uniformisante de F^. 

Demonstration. La donnee de la trivialisation t induit un isomorphisme de 
F-algebres de Lie ad{Er,) ^ Lie(Gc),,. La section cp G H°(X, ad{E)®Ox{D)) 
definit un element 7 G Lie(Gc)(-F) puisque le fibre en droites Ox{D) est lui 
aussi trivialise generiquement. 

Puisqu'on s'est donne des trivialisations de Ec sur les traits Spec(0,;), le 
G-torseur E muni d'un isomorphisme avec Ec au-dessus du point generique 
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de X, est equivalente a la donnee pour tous f G |X| d'un element g,^ G 
G{Fy) /G{0^) lesquels sont presque tous neutres. Dans cette bijection 

{E,l) ^ {gv)ve\x\, 

via I'identification des fibres generiques ad(i) : ad(_E)^ ^0c,»y, les reseaux 
a.d{E){Ov) et a.d{gv)Q{Ov) se correspondent. Ainsi, pour que 7 G Qc{,F) definit 
une section globale de ad(i?)®0x(-D), il faut et il suffit que pour tous v G |X|, 
on a 

7 G w-'^^8.A{g^)Q{0^) 

ce qui est equivalent a la condition ad((?j,)~^7 G -uj^'^'"q{Ov). D 

Corollaire 1.3 On a une equivalence de categories entre Ai{k) et la categoric 
dont les objets sont les triples (c; 7, {gv)ve\x\) clvcc 

- cGker^(F,G'), 
-7eLie(a)(F), 

- pour tout V G |-F| une classe g^ G G{F.^)/G{0.o) qui est presque partout 
triviale, 

- ad(c/„)"i7 G zu;;^^q{0^) 

et dont I'ensemble des fleches d'un objet {c;'y,{gy)v!=\x\) sur un autre objet 
{c';i',{9'v)ve\x\) est 

- vide si c^ d ; 

- I'ensemble des elements ^ G Gc{F) tels que 7' = ad(,^)7 et g'^ = ^g^ si 
c = c' . 

Get enonce nous conduit a ecrire une egalite qui pour I'instant n'a pas de 
sens car les sommes en jeu sont infinies 

aekcri(F,G) 7G0(a)(F)/conj. 

Oil 0^{1d) est I'integrale orbitale globale 

0,{1d) = [ lD{s.d{g)-'^)dg 

J G^(F)\G{Af) 

de la fonction 

ve\x\ 

l^-d„c0^N etant la fonction caracteristique du compact ouvert zu~'^^q{Ox) de 
0(F„), le produit tensoriel sur toutes les places f G |X| etant le produit ten- 
soriel restreint. Cette egalite sera un tres bon guide pour la suite de Particle. 



2 Morphisme de Hitchin et section de Kostant 

On supposera desormais que la caracteristique de k ne divise pas I'ordre 
du groupe de Weyl IV de G. 

Dans cette section, on rappelle la construction, due a Hitchin, du mor- 
phisme qui associe a une paire de Hitchin, son ((polynome caracteristique ». 
On commencera par rappeler le theoreme de restriction de Chevalley. La 
construction presentee ici qui est bien entendu la meme que la construction 
originale de Hitchin, pent sembler singulierement encombrante. Ceci est du 
en partie a notre desir de traiter uniformement des schemas groupes reductifs 
G sur X. Par ailleurs, le langage de champs qui semble lourd ici se montrera 
efficace dans la suite de Particle. 

De regie generale, on commence par une construction sur le groupe con- 
stant (G, on verifie que la construction est Aut(G)-equivariante, puis on le 
tord par le Aut(G')-torseur tq pour passer a G. On utilisera un indice (G ou 
la police « double-barre » pour designer les objets attaches a G. 

Dans §1, on a fixe un epinglage de G defini sur k. Get epinglage consiste 
en un tore maximal T de G, un sous-groupe de Borel B contenant T tons 
les deux definis sur k, et enfin pour toute racine simple a G A, un vecteur 
non nul Xq de I'espace propre de go, de g = Lie(G) oil T agit par le caractere 
a. L'hypothese G deploye implique que ces vecteurs sont definis sur k. On 
note x+ = XlagA ^a- Pour toute a G A, on pent choisir de fagon unique un 
vecteur non nul x_a dans I'espace propre de T dans g de caractere —a tel 
que [xQ,,x_a] = a"^ . On note x_ = '^aeA.^-a- Le sous-groupe de Aut(G) 
fixant cet epinglage s'envoie bijectivement sur le groupe Out(G) de sorte 
que Out(G) agit canoniquement sur G en fixant I'epinglage. On en deduit 
une action de Aut(G) sur G a travers Out(G) qui est differente de Faction 
tautologique de Aut(G) sur G. 

Notons k[g] I'algebre des fonctions polynomiales sur g. L'action adjointe 
de G sur g induit une action de G sur cette algebre k[g]. Soit fefg]*"^ la sous- 
algebre de A;[g] des fonctions invariantes sous Taction adjointe G. Notons t 
I'algebre de Lie de T. Soit k[t]^ la sous-algebre des IV-invariants de k[t]. On 
note carcG = Spec(/i;[t]'^). Le groupe Out(G) agit sur k[t] et sur W done sur 
care. On en deduit une action de Aut(G) sur care a travers son quotient 
Out(G). L'enonce suivant a ete demontre par Kostant en caracteristique nuUe 
et etendu par Veldkamp aux caracteristiques positives suffisamment grandes 
par rapport au systeme de racines, voir 12^ et ^^. 

Theoreme 2.1 Supposons que k est un corps de caracteristique ne divisant 
pas I'ordre du groupe de Weyl \W\. 

1. La restriction de g at induit un isomorphisme /c[g]^ — > /c[t]^. De plus, 
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A;[t]'^ est une algebre de polynomes en les variables Ui, . . . ,Ur qui sont 
homogenes de degres mi + 1, . . . , rrir + 1 qui ne dependent pas des choix 
des Ui. On a done un morphisme Gm-equivariant x : g — ^ car^ ou 
carcG = Spec(A;[t]^) muni de Faction de (Gm defini par t.{ui, . . . , Ur) = 
(t'"i+^Mi,...,t'"'-+V). 

2. Soit g'^'^^ I'ouvert de g des elements dont la dimension du centralis ateur 
est egale a la dimension de r. Alors le morphisme restreint ^^^ -^ car^ 
est un morphisme lisse dont les fibres sont des orbites sous G. 

3. Soit g^+ I'algebre de Lie du centralis ateur de x+. Alors, le sous-espace 
affine x_ + g''+ est contenu dans g^'^^ et de plus, la restriction de x o. 
cet espace definit un isomorphisme x_ + g''+ -^ car^. Son inverse est 
une section de Kostant e : carcg — * g'^'^^- 

Nous avons besoin d'un enonce sur la section de Kostant qui tient compte 
de Taction de Gm- Considerons Taction p{Gm) sur g qui agit trivialement sur 
t et pour toute racine a, p(Gm) agit sur Tespace propre g^ par p(t){xa) = 
t^^''°'^Xa pour tons Xa € ga- En particulier p(t)x+ = tx+ de sorte que p{Gm) 
laisse stable le sous-espace vectoriel g^+ de g. Du fait que p(t)x_ = t^^x_, 
il ne laisse pas stable la section de Kostant x_ + g^+. Considerons Taction 
p+ de Gm sur g definit par 

p+it)ix)=tpit)ix) 

le compose de p par Thomothetie. II est clair que 

et que p+(Gm) laisse stable x_ + g''+. 

Proposition 2.2 L 'isomorphisme e^^ : x_ + g^+ — ^ car^ est Gm-equiva- 
riante pour Faction de p+(Gm) sur x_ -|-g^+ et pour Faction de Gm sur car^ 
mentionne dans le theoreme. 

Demonstration. L 'action de Gm a travers p sur g laisse stable g^+ et est diag- 
onalisable. Soit {vi, . . . , v^} une base de g^+ formee de vecteurs propres sous 
Taction p(Gm) de valeurs propres p{t)\i = t^'Vi avec Ui G N. En ajoutant 
Thomothetie, on a p+(t) = t"''+-'^(vi). 

Soit X E g regulier. II existe un unique y = x_ + Yll=i '^i{y)^i conjugue a 
X. Les fonctions x i— > v*{y) engendrent alors I'algebre des polynomes ad(G)- 
invariantes sur g. II reste a demontrer qu'ils sont homogenes de bon degre. 

Pour tout t e Gm, tx est conjugue k ty = tx_ + '^l^itv*{y)\i. Cet 
element est conjugue par ad o p(t) a 



adop(t)(ty) =x_ + ^r»+\*(|/)v, 



puisque pour toute racine simple a G A, {—a,p^) = —1, si bien que les 
polynomes Ui sur g qui correspondent a v* via risomorphisme de Kostant 
fc[g]*^^*^-' — ^ /i;[x_ +g^+], sont bien des polynomes homogenes de degre Ui + l. 
En particulier, I'ensemble des Ui et I'ensemble des m^ sont identiques, ce qui 
est d'ailleurs un theoreme de Kostant. D 

Proposition 2.3 Le morphisme de Chevalley x '■ S ^ care esi Aut(G)- 
equivariant pour raction de Aut((G) snr g induite de I'action tautologique sur 
(G et I'action de Aut((G) sur care a travers Out ((G). La section de Kostant 
e : care — > x_ + g^+ C g est Out{G) -equivariante pour I'action de Out ((G) 
sur g qui fixe I'epinglage. 

Nous allons maintenant rappeler la construction du morphisme de Hitchin 
dans un langage un pen different de [TT]. Soit S un schema de base quel- 
conque. Pour tout S-groupe algebrique lisse G, on note BG le classifiant 
de G au-dessus de §. Ce champ associe a tout §-schema S la categorie en 
groupoides des G-torseurs sur S. Pour tout G-torseur E sur 5", on note 
He '■ S ^ BG le morphisme associe. Pour tout S-schema V muni d'une 
action relative de de G, on note [V/G] le champ quotient de V par G. Par 
definition, il associe a tout S-schema S la categorie dont les objets consis- 
tent en un G-torseur E sur S plus une section ip : S ^ Vs x'^ E de I'image 
reciproque de V tordue par le torseur E. Cette construction s'applique en 
particulier au S-fibre vectoriel V muni d'une action z/ : G ^ GL(y). Pour 
tout G-torseur E sur une base S, on note I'iE) = V x'^ E le fibre vectoriel 
tordu par z/ sur S, de fibres isomorphes a V. Le quotient [V/G] classifie les 
G-torseurs E sur X munis d'une section ip e H°(5', i^{E)). 

Maintenant S sera la courbe X et G sera le schema en groupes reductifs 
sur X comme dans le paragraphe precedent. Le groupe G agit sur le fibre 
vectoriel Lie(G) par I'action adjointe. Par ailleurs Gm agit sur Lie(G) par 
homothetie et ses deux actions commutent. 

Soit {E,ip) G A^(S') un point de A4 k valeurs dans un /c-schema S. La 
donnee de E induit un morphisme He '■ X x S —* BG. Le fibre en droites 
Ox{D) associe au diviseur D de X, induit un morphisme h^ '■ X —* B(Gm- 
On a done un morphisme He x ho '■ X x S ^ BG x B(Gm- La donnee de 
la section ip G H''(X x S, a,d{E) (g) Ox{D)) est done equivalente a la donnee 
d'un morphisme 

He,^ -.XxS^ [Lie(G)/(G x G^)] 

qui releve He x ho '■ X x S ^ [BG x B(Gm]- La donnee des tels morphismes 
hE^tfi determine done le couple {E, ip) et vice versa. 
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Soit tg le Aut((G)-torseur associe a G comme dans §1. L'algebre de Lie 
de G s'obtient alors en tordant g par r^ 

Lie(G) = g x^-*(^) TG 

de meme que G = (G x^"*^*'^) tg- On a une action stricte de Aut(G) sur 
[g/G X Gm] de sorte qu'on pent egalement tordre [g/G x Gm] par le Aut(G)- 
torseur tg- On obtient ainsi 

[g/G X GJ xA-t(^) TG = \Ue{G)/G x G„J. 

On a une action de Aut(G) a travers Out(G) sur carc^ de sorte qu'on 
pent tordre care par tg 

car := car^ x^"*^^) tg- 

Le morphisme de Chevalley x • g ^ car^ etant Aut(G) x Gm-equivariant, 
il induit un morphisme de X-schemas Lie(G) -^ car qui est G x G^- 
equivariant. On en deduit un morphisme de champs quotients 

[X] : [Lie(G')/(G' X G„)] ^ car/G„. 

Pour definir le morphisme de Hitchin, il suffit maintenant de composer 
avec [x] comme dans le diagramme 




X X 5 r^ [Lie(G')/(G' x G^)] — 




hsxho 



BG X BG, 



car/Gr 



BG 



II associe done une fleche He,,!, au-dessus de He x hu une fleche ha au-dessus 
de ho- 

Lemme 2.4 Le foncteur qui associe a un k-schema S la categorie des fleches 
SxX ^ [car/Gm] au-dessus de la fleche h£, : XxS* ^ BGm est representahle 
par un espace affine A appele I'espace affine de Hitchin. 

Demonstration. La donnee de ha est equivalente a la donnee d'une section 



a: X y, S ^ car x *'^™ L 



D 



de I'espace affine car tordu par le G^-torseur Le, au-dessus de X x S*. Le 
tordu car x '^"^ Le est I'espace total d'un fibre vectoriel sur X car il provient 
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apres torsion de I'espace affine car^. Par suite, le foncteur ci-dessus men- 
tionne est representable par I'espace affine associe a I'espace des sections 
globales de ce fibre vectoriel. D 

Dans le cas oil G est isomorphe au-groupe constant G — i> X x (G, car x''^™ 
Lb est I'espace total du fibre totalement decompose ®\^i Ox{{jni + 1)-D). 
L'espace de ses sections globales est 



A(fc) = 0HO(X,Ox(K + l)D)). 



i=l 

C'est la description originale de Hitchin de cet espace affine. Dans le cas oil 
G est le groupe unitaire associe a un revetement etale quadratique X' -^ X, 
le fibre inversible de carre trivial sur X associe a X' — > X, intervient dans la 
description de I'espace de Hitchin, voir ■^l- 

II sera bien commode de pouvoir choisir un /c-point dans la fibre M.a- Ceci 
necessite des hypotheses supplementaires sans lesquelles M.a{k) pourrait etre 
vide. 

Proposition 2.5 On supposera que G est quasi- deploy e c'est-d-dire que les 
Ant{G)-torseurs tq et Tq^^ construits dans §i sont isomorphes. On se donne 
de plus une racine carree L^ de Ld- Alors, il existe une section du mor- 
phisnie de Hitchin. 

Demonstration. On va construire une section du morphisme de Hitchin en 
modelant sur la section de Kostant. 

On a vu que la section de Kostant car^ ^ x_ + g^+ induit un isomor- 
phisme 

[carc/G^] ^ [(x_ + fl^+)/p+(G„)]. 

En considerant I'homomorphisme diagonal Gm — > Gm x Gm, on obtient un 
morphisme 

[(x_ +0''+)/p+(Gj] ^ [0/G„ X p(G^)] 

oil dans champ but, le premier facteur de Gm agit par I'homothetie et oil 
le second par p. La petite complication vient du fait que Fhomomorphisme 
p : Gm -^ Aut(g) ne factorise par un caractere G^ — *■ G et il faut en prendre 
une racine carree. 

[21 y [21 

Notons done Gm — > Gm I'homomorphisme d'une copie de Gm notee Gm 
dans Gm qui consiste a I'elevation a la puissance 2. Par le changement de 
base BGm -^ BGm, on obtient les morphismes 

[car^/Gl^l] ^ [(x_ + g'^+j/p+lGi^J)] - [g/Gi x p(G|^l)] 
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[21 s [21 

ou (Gm agit a travers rhomomorphisme Gm — ^ Gm- 

[21 

On a maintenant un cocaractere 2p : (Gm, ^ T ^ G qui induit un 
morphisme 

[0/GP] X p(Gi)] - WG^^ X G]. 
En composant, on obtient done un morphisme 

[car^/Gl^]] ^ [g/Gl^] x G]. 

qui releve le morphisme de Chevalley [fl/Gm x G] ^ [carcc/Gm]- Le mor- 
phisme ci-dessus est equivariant pour Taction de Out(G) de sorte qu'on pent 
le tordre par le torseur r°^*(G). En utilisant I'hypothese G quasi-deploye 
t{G) = t'^^^{G), on en deduit un morphisme 

[car/GS] - [Lie(G)/G x G|^]]. 

Maintenant, la donnee d'une fleche ha '■ X x S ^ [car/Gm] au-dessus de 
hf) : X ^ BGm correspondant au Gm-torseur Ld, plus une racine carree 
Lj^ ' de Ld, correspond simplement a une fleche hj : X x S ^>- [car/Gm]- 
En composant avec la section definie ci-dessus on obtient une fleche 

hl^^ -.X xS ^ [Lie(G)/G x GJ^'] 

qui consiste en une fleche 

h^:XxS^ [Lie(G')/G' x G„] 

au-dessus de hn : X x S ^' BGm, plus d'une racine carree de Ld. D 

3 Centralisateurs 

Dans cette section, on va construire un schema en groupes lisse J au- 
dessus de car muni d'un homomorphisme x*J^I vers le schema en groupes 
des centralisateurs / au-dessus de g. Get homomorphisme est un isomor- 
phisme au-dessus de I'ouvert 0^'°^ des elements reguliers de g. 

Considerons le schema en groupes / sur g des paires 

/(G = {{x,g) G g X G I ad(5f)a; = x}. 

L'action adjointe de G sur g se releve a / de fagon evidente ad(/i)(x, (7) = 
{ad{h)x,hgh~^). L'action par homothetie de Gm sur g se releve egalement 
t{x,g) = (tx,g). On en deduit un schema en groupes 

[Jg] := [IrJG X G„] 
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au-dessus de [g/G x Gm]- De plus, Taction de Aut((G) sur [g/G x G^] releve 
a [/(g] de sorte qu'on peut tordre [/(g] par le Aut(G) torseur tg- On obtient 
ainsi un schema en groupes [/] au-dessus de [q/G x Gm]- Notons un enonce 
tautologique. 

Lemme 3.1 Soit {E, if) G M.{S) une paire de Hitchin. Soit hE^^p : X x S ^ 
[q/G X Gm] ^e morphisme associe. Alors on a 

Le morphisme caracteristique de Chevalley x • g "^ carcg admet une 
section, due a Kostant e : carcg — ^ g dont I'image est contenue dans I'ouvert 
dense g''*'^ des elements reguliers de g. On note J^ = e*!^ et on I'appelle le 
centralis ateur regulier. La fagon dont on construit ici J^ depend de la section 
de Kostant mais il n'en depend pas en fait. 

Par definition, g'''^^ est I'ouvert de g des elements x dont le centralisateur 
Ix a dimension egale a r le rang de g. On sait de plus qu'au-dessus de g'''^^, 
le schema en groupes Jg — *> g est lisse. Puisque I'image de la section de 
Kostant e est contenu dans g''''^, le schema en groupes J^ — > car^ est aussi 
lisse de dimension relative r. Rappelons qu'ici on a utilise I'hypothese que 
la caracteristique de k ne divise pas I'ordre de groupe de Weyl de G. II sera 
interessant de savoir si en petites caracteristiques, la restriction de /(e d q^^^ 
est encore plate. Si c'est le cas, la plupart des resultats de ce travail devrait 
se generaliser en petites caracteristiques. 

Proposition 3.2 On a un isomorphisme canonique X*<^(G|g''<=g ~~*-^(G|g'«g IfJi-h 
de plus, se prolonge en un homomorphisme de schema en groupes x*Jg ~^ ^G- 

Demonstration. Considerons le morphisme 

(3:Gx care ^ g'-*^^ 

defini par {g,a) i-^ ad{g)e{a) oii e : carcg — ^ g est la section de Kostant. 
C'est un morphisme lisse et surjectif done fidelement plat. L'image inverse 
de /(Gilgi-efs par /3 est I'ensemble des triplets {g,a;h) tel que ad{hg)e{a) = 
ad{g)e{a). L'image inverse de x*'^G|g'^<=g sur G x carc^ est I'ensemble des 
triplets {g, a; h') tel que ad(/i')fi;(a) = ^(a). On a clairement un isomorphisme 

P \ J \ gi'cg ^ P -I I g^cg 

defini par {g, a, h') ^^ ((7, a; h) avec h = gh'g~^. 

En vertu du theoreme de descente fidelement plate, pour demontrer que 
cet isomorphisme descend en un isomorphisme x*'^(G|g'^<=g — ^-^(G|g'^<=g, il suffit 
de demontrer une egalite de cocycle sur 

{G X care) Xgrog {G x care). 
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Ce produit fibre est I'espace des {gi, g2] a) tels que ad(5'i)e(a) = a.d{g2)e{a)^ ou 
autrement dit gi^g2 ^ -^K(a)- L'egalite de cocycle a demontrer consiste entre 
I'egalite entre les deux isomorphismes entre les images inverses de x*'^(G|g''<=g 
et /(Glgrcg donne par h' ^-^ gih'gi^ et h' i-^ gih'g^^. lis se different I'un de 
I'autre de rautomorphisme interieur int ((7^^(72) de /^(a) lequel n'est autre 
I'identite parce que /^(a) est un groupe commutatif. On en deduit par le 

theoreme de descente fidelement plate de Grothendieck, un isomorphisme 

* 7 I ~ r I 

X '^(Glg'-og — ^-'(Glg'-og- 

Puisque J^ est lisse sur care, x*Jg est un schema en groupes lisse sur 
g. Puisque g — g'''^^ est un ferme de codimension trois de g, en particulier 
plus grande que deux, X*'^~X*'^lg'^<=g est un ferme de codimension plus grand 
que 2 du schema x*Jg- Celui-ci est par ailleurs un schema lisse done normal. 
Le morphisme x*Jg\s'^°s — ^ /g a valeur dans le schema affine J(g se prolonge 
done en un unique morphisme x*^^ -^ Ig [EGA IV.4 20.4.12]. L'unicite du 
prolongement implique que celui-ci est un homomorphisme de schemas en 
groupes sur g. D 

Cette proposition generalise une operation bien connue dans le cas GL(n). 
L'espace carcg classifie dans ce cas les polynomes unitaires de degre n. Pour 
tout a G carcE vu comme un polynome unitaire a E k[t], Ja est le groupe des 
elements inversibles de I'algebre k[t\/{a). Pour toute application lineaire x : 
k"- — > k" de polynome caracteristique a, on pent faire agir I'algebre k[t]/{a) 
sur I'espace vectoriel k"' en faisant agir la variable t comme I'endomorphisme 
X. Cette action commute a x si bien qu'elle definit un homomorphisme Ja — ^ 
Ij: Oil Ix est le centralisateur de x. 

Proposition 3.3 // existe un schema en groupes [J] au-dessus du quotient 
[car/(Gm]j uniquement determine a un unique isomorphisme pres, dont Vim- 
age inverse sur car est le schema des centralis ateurs reguliers J . De plus, 
sur [q/G X Gm], on a un homomorphisme canonique [x\*[J] -^ [I] dont la 
restriction a [q^^^/G x (Gm] est un isomorphisme. 

Demonstration. L'action de (Gm sur g par I'homothetie preserve I'ouvert g''*^^ 
des elements reguliers, d'oii une action de Gm sur /|greg et done une action 
de Gm sur x*J\e"'^^ compatible a Taction de G^ sur g''*^^^ Cette action induit 
par la descente fidelement plate une action de Gm sur J compatible a Paction 
z/^(Gm) sur car. En prenant le quotient au sens des champs de J par cette 
action de Gm, on obtient le schema en groupes [J^] sur [car/z/^(Gm] desire. 
L 'homomorphisme [x]*[<^g] ~^ [Ig] s'obtient egalement de x* Jg -^ Ig par la 
descente fidelement plate. 

Pour passer du groupe constant G au schema en groupes G, on utilise de 
nouveau le Aut(G)-torseur tq- En tordant [J(G]/[car/Gm] par tg, on obtient 
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un schema en groupes lisses [J]/[car/(Gm] qui vient avec un homomorphisme 
X*[J] ~^ [I] entre schemas en groupes sur [q/G x (Gm]- D 

Proposition 3.4 Le morphisme [g^'^^/G] -^ car^ est une gerbe liee par J . 
De plus, cette gerbe est neutralisee par la section de Kostant et on a un 
isomorphisme Ont{G) -equivariant 

Demonstration. II revient au meme de demontrer 1' isomorphisme 

[g-g/C]^[carc7J]. 

Pour cela, on utihse la section de Kostant k, : car^ -^ g^*^^ et le morphisme 
(G X car^ -^ g^^^ donne par {g,a) i— >• a.d{g)K{a). Ce morphisme est hsse et 
surjectif. Puisque J = k*I oil I est le schema en groupes des centralisateurs, 
on a un isomorphisme 

(GxcarcJ/J^g^'s 

d'oii on deduit I'isomorphisme [carcg/ J] ^ [g''°^/(G] en divisant par Faction 
de (G. Puisque la section de Kostant est Out(G)-equivariant, la neutralisation 
de la J-gerbe [g'''^^/G] est Out(G)-equivariante. D 

Notons que la neutralisation definie par la section de Kostant est Out(G')- 
equivariante mais n'est pas Aut(G)-equivariante pour Taction de Aut(G) 
sur g deduite de Taction tautologique de Aut(G) sur G. La structure de 
[g'^'^g/G] comme J-gerbe est quant a elle Aut(G)-equivariante. On en deduit 
le coroUaire suivant apres la torsion par le Aut(G)-torseur tq- 

Proposition 3.5 Au-dessus de X , [q^°^ /G] est une J-gerbe au-dessus de 
car. Cette gerbe est neutre si G est quasi- deploy ee c'est-d-dire si tq = t^^*. 

Le centralisateur regulier J^ au-dessus de car^ pent etre decrit d'une 
autre fagon d'apres un resultat de Donagi et Gaitsgory que nous allons passer 
en revue {of. |H|). Considerons le revetement fini galoisien t — *■ car^ de 
groupe de Galois W, ramifie le long du diviseur 



D=[JD, 



ae* 



oil Da est Thyperplan de D est defini par la derivee da : t ^ Gq, et est 
aussi le lieu des points fixes de Tinvolution Sa E W associee a la racine 
a. Considerons le faisceau en groupes J'~^ sur car qui associe a tout car^- 
schema S, le groupe des morphismes 



t:S = S Xeart3 t "> T 
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qui sont ly-equivariants. Soit s E S uia point fixe de s^, alors t(s) est un 
point fixe par Sq, dans T. On en deduit que a{t(s)) = ±1. 

Definition 3.6 Soit J le sous-foncteur ouvert de J^ qui associe a tout 
car (G-sc/iema S le groupe des morphismes t : S —>■ T qui sont W -equivariants 
et tels que pour tout 's E S fixe par Vinvolution Sq, on a a{t(s)) 7^ —1. 

La condition subtile a{t{x)) 7^ —1 pour les x tels que Sa{x) = x, fait 
la distinction entre SL2 et PGL2. Dans ces deux cas, le tore maximal T est 
isomorphe a Gm, le groupe de Weyl W = &2 agit sur T par t \-^ t~^ et 
le sous-groupe des points fixes de T sous W est {±1}. Dans le cas SL2, la 
racine positive consiste en le caractere a{t) = t^ ; dans le cas PGL2, c'est le 
caractere a{t) = t. Ainsi, la condition a{t{x)) 7^ —1 est vide dans le cas SL2, 
mais elle est non vide dans le cas PGL2. 

L'enonce suivant est du a Donagi et Gaitsgory (c/. P theoreme 11.6). 

Proposition 3.7 On a un isomorphisme Jg —* J^ entre faisceaux en groupes 
au-dessus de carc^. 

Le theoreme 11.6. de loc. cit s'enonce dans un contexte legerement diffe- 
rent qu'ici. En particulier, leur centralisateur regulier est un schema en groupes 
lisse sur une base differente de car^. Toutefois, on pent montrer facilement 
que les deux enonces sont equivalents en utilisant la resolution simultanee de 
Grothendieck qui rehe les deux bases. 

Apres torsion par le Out((G)-torseur r^"* au-dessus de X, on obtient 
l'enonce analogue pour le schema en groupes J au-dessus de car. On a en 
effet car = car^ x°"*(«) r^"* et J = J^ xO"*(«) r*?"*. 

Rappelons qu'on a un revetement fini etale Xq —>■ X, pointe par un point 
geometrique xe, de groupe de Galois O 011 9 est I'image de I'homomorphisme 
Pg '■ 7ri(X, x) -^ Out ((G) associe au Out((G)-torseur Tq^*'. On a un morphisme 
fini ramifie 

Xe X t ^ car 

dont la restriction a la partie semi-simple reguliere Xe x t'^'^'' -^ car'^'^'' est 
etale galoisien de groupe de Galois W = W xi Q. 

La proposition suivante est une consequence immediate de 3.7. 

Proposition 3.8 Comme faisceau sur la topologie etale de car, J associe a 
tout car-schema S le groupe des fleches W -equivariantes 

t:5= (Xe X t) Xcar^^T 

telles que pour toute racine a et pour tout J E S fixe par Vinvolution s^, on 
aa(t(i))^-l. 
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4 Action de Pa sur Mia 

Dans cette section, on construit Paction canonique du champ de Picard 
relatif P au-dessus de A sur la fibration de Hitchin f : Ai ^ A. On 
demontre ensuite que Taction de Pa sur A4a = f~^{.o) est simplement tran- 
sitive pour des caracteristiques a tres regulieres. Plus generalement, pour 
des caracteristiques generiquement semi-simples regulieres, on demontre une 
formule de produit pour le quotient [M.a/Pa\- 

Soit a : S" — !► A un /c-schema au-dessus de A. La donnee de a est 
equivalente a la donnee d'une fleche ha '■ X x S ^ [car/(Gm] qui releve 
ho : X ^> B(Gm. En prenant I'image reciproque de [J], on a un schema en 
groupes lisse Ja '■= hl[J] au-dessus de X x S*. Notons Pa la categoric de Pi- 
card des Ja-torscurs sur X x S*. La regie a ^^ Pa definit un champ de Picard 
au-dessus de I'espace affine de Hitchin A qu'on note P. 

On va maintenant construire une action de P sur le champ M. relative- 
ment au-dessus de A. Soit S un Fg-schema et a G A(S'). La fibre f^^{a) est 
la categorie des paires {E,ip) G A4{S) ayant la caracteristique a. II s'agit de 
faire agir la categorie de Picard Pa sur cette categorie fibre Aia- 

Pour tout objet {E,ip) de /~^(a), on a le schema en groupes lE,ip qui 
represente le faisceau des automorphismes de {E, ip) au-dessus de X x S*. On 
a un homomorphisme de schemas en groupes 

qui se deduit de I'homomorphisme canonique x*J^I sur g. II s'ensuit qu'on 
pent tordre la paire (i?, ip) a I'aide de tout torseur sous Ja sans changer la 
caracteristique de {E,ip). Ceci definit I'action de Pa sur Aia- 

D'apres le theoreme de restriction de Chevalley-Kostant, rappele en §2, 
on salt que I'anneau des fonctions algebriques sur I'espace affine car^ est 
canoniquement isomorphe a I'anneau /c[t]^ des fonctions sur t qui sont W- 
invariantes. On a done un morphisme vr : t — > car^ qui est fini, generiquement 
etale galoisien de groupe de Galois W. Soit !B(g le lieu de branchement de n. 
Cest le diviseur de car^ defini par I'annulation de la fonction discriminante 
riag* dc(- Ici, les fonctions da : t ^ Ga designent la derivation de la racine 
a : T ^ <Gm ; leur produit etant visiblement invariant par W. Apres torsion 
par le Out ((G) -torseur r°"*, on obtient au-dessus de X, un morphisme fini 
ramifie t x°'^**^'^) r^"* -^ car^ x^"**^*^) Tq^^ que nous allons noter t — ^ car. 
On notera ^ C car le lieu de branchement de t ^ car qui se deduit de 53(g 
par torsion par r^"*. 



Une caracteristique a G A{k) est une section 

ha -.X ^ car x*^™ Ld- 
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Elle est dite tres reguliere si ha{X) coupe transversalement le lieu de branche- 
ment 03 x''^™ L/) du morphisme fini qui se deduit de tt en tordant par le 
(Gm-torseur Lr, 

Definition 4.1 La caracteristique a est dite tres reguliere si I'image de 
la section Sa{X) coupe transversalement le diviseur *B x*^™ Ld, c'est-d-dire 
qu 'elle coupe ce diviseur dans sa partie lisse avec la multiplicite un en chaque 
point de I'intersection. 

Lorsque le diviseur D est tres ample, les caracteristiques tres regulieres 
forment un ouvert dense de A d'apres le theoreme de Bertini (c/. [7J). 

Proposition 4.2 Soita G A{k) une caracteristique tres reguliere. Soit {E, ip) 
une paire de Hitchin de caracteristique a. Alors I 'application induite 

He,^ : X -^ [q/G X G^] 

se factorise par V ouvert [q^'^^JG x Gm]- 

Demonstration. Le probleme etant local, on pent reniplacer X par Spec(/i;[[t]]), 
E par un G-torseur trivial et L^) par un G^-torseur trivial. La section ip est 
alors une fleche 

ip : Spec(fc[[t]]) -^ Spec(Cg,a;) 

oil Oq^x est le localise de g en un point x G g. Notons ip* : O^^x —^ ^[[A] 
Fhomoniorpliisnie local associe. Notons m^; I'ideal maximal de Og a, ; on a 
{ip*)~^ {tk[[t\\) = xxix en vertu de la localite de (/?*. 

On doit demontrer que x G g^'^^. Si ce n'est pas le cas, on a 



discr = 1 I da G m^ 






puisque la fonction discriminante s'annule a I'ordre au moins 2 a un point x G 
g non regulier. II s'ensuit que I'image de discr dans k[[t]] est de valuation au 
moins 2. Ceci contredit I'hypotliese que la caracteristique a est tres reguliere. 
D 

L'enonce suivant est une variante d'un theoreme de Faltings [cf. (7j III.2). 

Proposition 4.3 Si a & A{k) est une caracteristique tres reguliere, Faction 
du champ de Picard Pa sur la fibre de Hitchin Aia est simplement transitive. 
Autrement dit, ^Aa est une gerbe liee par le champ de Picard Pa- 
Sous I'hypothese supplementaire de 2.5, cette gerbe est neutre. 
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Demonstration. Soit a G A(k) une caracteristique tres reguliere. La donnee 
de a est equivalente a la donnee d'une fleche ha '■ X —* [car/Gm] au-dessus 
de ho '■ X —^ BGm- La donnee d'un S'-point {E, ip) dans la fibre Jvi^, est 
equivalente a la donnee d'une fleche hE,ip qui, dans le diagramme 

Xx5^^[s/(GxG„)] 




releve le morphisme ha constant sur le facteur S. 

L'hypothese a tres reguliere force la fleche hE,ip a se factoriser par I'ouvert 
[g^'^s/G X Gm]- Or, [^'"^^/{G x G^)] est une J-gerbe au-dessus de [car/Gm] 
de sorte que la fibre A^a est un torseur sous la categoric de Picard Pa des 
J„-torseurs. D 



'a 



Lorsque la caracteristique a n'est plus tres reguliere. Paction de Pa sur 
A^a n'est plus simplement transitive. On pent encore dire quelque chose sur 
le quotient [J^a/ Pa\ si la caracteristique de a est generiquement semi-simple 
reguliere. Dans le cas oh G = GL„ et j9 > n, cette hypothese signifie que la 
courbe spectrale est reduite. 

Definition 4.4 Une caracteristique a G A{k) est dite generiquement semi- 
simple reguliere, si I'image du morphisme ha '. X -^ car x*^™ L^ qui lui 
est associe, n'est pas contenue dans 03 x*"^™ Lo ou 03 C car est le lieu de 
branchement du morphisme tt : t ^ car. 

On note A'' I'ouvert de A des a generiquement semi-simple regulieres. 
Soit a G A^(A;). Soit Ua I'image reciproque de X du complementaire de 
[^/z/^(Gm)]. Le complementaire X — Ua est alors un ensemble fini de points. 
Soit V E X — Ua. Notons Xy le complete de X en i;, le disque formel autour 
de X, et X„ le disque formel pointe. 

Considerons la categoric Aia,v des paires (E^, ip^) oh E^ est un G-torseur 
sur Xy et (fy est une section de ify G H°(X^, ad(-Et,) ® Ox{D)) ayant pour 
caracteristique a. Autrement dit J^a,v est la categoric des fieches 

h^^ : Yy -^ [q/G X G„] 

qui releve la fleche ha^ : Xy x [car/Gm] deduites de a : X -^ [car/G^]- 
Notons Ja^ la restriction de Ja a Xy ; on a Ja^ = hl^[J]. Soit Pa,y la categoric 
de Picard des Ja,„-torseurs sur Xy. On a une action de la categoric de Picard 
Pa,y sur la categoric A4a,v definie de la meme fagon que Taction de Pa sur M.a. 
On pent former des 2-categories quotients [M.a,v/F'a,v] analogues locaux du 
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2-quotient [M.a{k) j Pa{k)], voir le complement qui suit pour un petit resume 
sur les 2-categories quotients. 

Lemme 4.5 Soit a G A''(A;) une caracteristique generiquement semi-simple 
reguliere. Les 2-categories quotients [M.a{k) / Pa{k)] et [M.a,vl Pa,v] sent alors 
equivalentes a des 1-categories. 

Demonstration. II suffit de verifier que le critere de Dat pour qu'un 2-quotient 
soit equivalent a une 1-categorie, c/. lemme 4.7 qui suit. Dans le cas local, il 
s'agit de demontrer que pout tout objet {Ev,ipv) de A4a,v, I'homomorphisme 

Autp,_,(lp„_J ^AutMa,v{E^,Vv) 

du groupe des automorphismes de I'objet neutre de Pa,v dans celui de {E^, ip^) 
qui se deduit de Taction de Pa^„ sur A4a,v est un homomorphisme injectif. 

Pour demontrer cette injectivite, notons que la restriction du disque 
formel X^ au disque formel pointe X^ induit des homomorphismes injectifs 
lesquels sont representes par les fleches verticales dans le diagramme suivant 

Autp (Ip ) ^AutMaJE^,Vv) 



Aut(lp„,J^.) ^Aut((E,,v9.)| 



X,. 



De plus, I'hypotliese que a est generiquement semi-simple reguliere implique 
que la fleclie horizontale en has est un isomorphisme. II s'ensuit que la fleche 
horizontale en haut est egalement injective. La meme demonstration vaut 
pour le quotient [Ma{k)/Pa{k)]. D 

Supposons que la categorie Aia{k) est non vide. C'est le cas notamment 
si les hypotheses de 2.5 soient satisfaites. Soit {E*, ip*) un point dans A4a{k) 
par exemple le point de Kostant construit dans 2.5. Soit A^*„ I'ensemble des 
{Ey,ipv,Ll) Oil {Ey,ipy) est un objet de A^„(a) et oil t* est un isomorphisme 
au-dessus du disque pointe X„ entre (£'^,(/9„) et la paire de base {E*,ip*). 
Considerons aussi le groupe P*^ des J^^-torseurs sur Xy munis d'une trivi- 
alisation sur X^. On a encore une action de P'^ sur M.^^. 

Theoreme 4.6 Supposons que la categorie Aia{k) est non vide. Alors, on a 
des equivalences de categories 

[Ma(k)/Pa(k)]= n [^a,JPa,.]= J] i^UKv]' 

V<aX~Ua VdX-Ua 
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Demonstration. On a des morphismes naturels qui forment un triangle 

U.[M:JP:J ^ ^ [Ma/Pa] 

mMaJPa,.] 

Oil : 

- la fleche a est une fleche de recoUement formel a la Beauville-Laszlo 
(c/. [I]). A I'aide des isomorphismes sur les disques pointes X^, elle 
recoUe les G-torseurs E^ sur les disque X^ a la restriction de E* a 
I'ouvert complementaire de la reunion des v, en un G-torseur E sur X. 
Les sections ip^ et ip* se correspondant via Fisoniorphisme sur le disque 
pointe, se recollent done en une section ip de ad{E) (g) Ox{D) au-dessus 
de X. Ce foncteur de recoUement est compatible a Taction de P'^ et de 
Pa et definit done une fleche entre les quotients. 

- la fleche f3 est I'oubli des trivialisations generiques. 

- la fleche 7 est la restriction de X a X„. 
II est clair que /5 = 7 o a. 

II suflit de demontrer que a et (3 sont des equivalences de categorie. Mon- 
trons d'abord que le foncteur 

« : n_ l^UKv] ^ [Ma(k)/Pa(k)] 

v€X-Ua 

est pleinement fldele. Donnons-nous m = {nijj) et n = (uy) avec my,ny dans 
Mav pour toutes places v & X — Ua et un isomorphisme de a(m) dans a(n) 
dans [Aia/Pa]- Get isomorphisme consiste en un objet p de Pa qui envoie 
a{m) sur a(n) vus comme objets de A^^. Or les restrictions de a(m) et a{n) 
a I'ouvert Ua sont isomorphes a la restriction de {E*,ip*) de sorte que le 
Ja-torseur p est muni d'une trivialisation sur I'ouvert X — Ua- H deflnit done 
un objet de n^j-^a,'"- Geci prouve que le foncteur a est pleinement fldele. 

Montrons maintenant que a est une foncteur essentiellement surjectif. 
Soit m un objet de ^Aa■ Sur I'ouvert Ua, il existe un J^-torseur p' tel que 
p'm\j^ = {E*,{p*)\-u^. On pent prolonger le J^-torseur p' sur X en un Ja- 
torseur p sur X parce que sur les disques pointes, n'importe quel Ja-torseur 
est trivial. Les deux points pm et {E*,ip*) sont munis d'un isomorphisme 
au-dessus de I'ouvert Ua- On en deduit les points m^ de A^'^ tels qu'en 
recollant les m^ avec le point base {E*,ip*), on obtient pm. 

On demontre de fagon similaire que le foncteur (3 est pleinement fldele et 
essentiellement surjectif. D 
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Complement : 2-categorie quotient 

Rappelons la construction de la 1-categorie quotient d'un ensemble X par Tac- 
tion d'un groupe G. La categoric quotient est la categoric qui resout un probleme 
universel 

- Q est une categoric muni d'un fonctcur tt : X ^> Q, X etant considere 
comme une categoric sans autres fleches que les identites. 

- i est un isomorphisme de fonctcur -ko^Hx — -^ vroact ou pr^^ , act : GxX ^ X 
sont les application respectivement de projection sur X et de Taction de G 
sur X. 

- i verifie une egalite de 1-cocycle sur G x G x X. 

La categoric quotient Q est construit comme la categoric ayant Tensemble des 
objets Tensemble oh{Q) = X, et pour tons xi,X2 G oh{Q), 

HomQ(a;i,X2) = {qg \ g ^ G tel que 5^x1 = X2}. 

La structure dc composition dans la categoric Q vient de la multiplication dans 
le groupe G. Pour tout g & G, x £ X, on a done une fleche canonique Qg G 
}ioinQ{x,gx) qui definit Tisomorphisme entre les deux foncteurs Troprjj^ — >7roact. 
Soicnt maintenant X une categoric en groupoides et G une categoric de Picard 
agissant sur X. Le quotient Q de X par G est une 2-categorie qui resout un 
probleme universel : 

- Q est une 2-categorie munie d'un 2-foncteur n : X ^^ Q, X etant considere 
comme une 2-categories n'ayant que des 2-fleches identites. 

- un objet donne dans la 1-categorie Hom^TTopTx, Troact) ou pr^^^, act : GxX ^ 
X sont respectivement les foncteurs de projection sur X et de Taction dc G 
sur X. 

- une 2-fleclie donnee au niveau de G^ x X. 

- une egalite de 2-cocycle sur la 2- fleche au niveau de G^ x X. 
Cette 2-categorie quotient Q pent etre construite comme suit. 

- L'ensemble des objets de Q est Tensembles des objets de X. 

- Soit xi,X2 G ob(X), les objets de la 1-categorie HomQ(xi,X2) sont les paires 
Qg,a = {g, a) Oil g est un objet de G et a G Homx(5'Xi, X2)- 

- Une 2-fleclie qg^a =^ Qg',a' est un element (3 G }ioniG{g,g') tel que le triangle 
forme de act(/3, l^^^) : gxi -^ g'x\, a : gxi -^ X2 et a' : g'xi -^ X2, commute. 

J.-F. Dat m'a explique le critere suivant pour qu'un 2-quotient soit equivalent 
a une 1-categorie. 

Lemme 4.7 Pour que le 2-quotient d'une categorie en groupoides X par I'action 
d'un categorie de Picard Q soit equivalente a une 1-categorie, il faut et il suffit 
que pour tout objet x de X, I'homomorphisme 

AutQ(lQ) ^ Autx(x) 

deduit de I'action de Q sur X, soit un honioniorphisme injectif. 
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Demonstration. Pour que le 2-quotient [^/Q] soit equivalente a une 1-categorie, il 
faut et il suffit que pour tous objets xi,X2 de [X/Q], la 1-categorie des Heches de 
xi dans X2 soit une categorie discrete. Par construction du 2-quotient, ceci revient 
a I'injectivite mentionnee dans I'enonce. D 

5 Lissite 

Dans la section 1, on a un homomorphisme pc '■ 7ri(X, x) -^ Out ((G) dont 
I'image est 0. Soit 6geo le sous-groupe de 6 Timage du groupe fondamental 
geometrique de X 

pf°:7ri(X,a;) ^ Out(G) 

oh X = X ®kk. Puisque 7ri(X,a;) est un sous-groupe distingue de 7ri(X, x), 
6geo est un sous-groupe distingue de 0. Notons Xq le revetement fini etale 
galoisien de X de groupe de Galois 6geo associe. II est pointe par Xq° au- 
dessus de x. 

Nous supposons dans cette section que le groupe des caracteres X de T 
n'a pas de vecteurs non triviaux invariants sous Wgeo = W >i ©gco- C'est 
en particulier le cas si (G est un groupe semi-simple. Nous allons dans ce 
cas demontrer que le produit fibre A1 x^ A^ est lisse et que le morphisme 
P Xa A^ ^ A'^j^st lisse. 

Soit a G A{k) une caracteristique generiquement semi-simple reguliere 
correspondant a une section ha '■ X ^ car x*^™ Lu- Soit Xa ^ X le 
revetement fini plat, generiquement etale galoisien de groupe de Galois W'^^^ 
obtenu par I'image reciproque du morphisme ha '■ X —* [car x*"^™ Lo] ®k k 
du revetement [Xq° x t x*"^™ Ld] -^ [car x*"^"* Ld] ^k k. Notons Ja = /i*[J] 
et Lie(Ja) son schema en algebres de Lie. 

Lemme 5.1 Pour toutes caracteristiques a G A''(A;), on a Vannulation 

H°(X,Lie(Jj) = 0. 

Demonstration. D'apres 3.3, pour tout X-schema S*, les sections du fais- 
ceau Lie(Ja) au-dessus de S sont les sections de S* = S* x^X^ a valeurs 
dans t qui sont IVggQ-equivariants. Ainsi H°(X, Lie(Ja)) est le groupe des 

sections X^ ^ t qui sont WggQ-equivariantes. Puisque Xa est une courbe 
propre geometriquement connexe reduite d'apres I'hypothese generiquement 
semi-simple reguliere H'^(X,t) = t. Or, le sous-espace des sections W^^^- 
equivariantes t'^g<=° = s'annule de sorte que H'^(X, Lie(Ja)) = 0. D 

Proposition 5.2 La restriction P x j^PiP de P a Vouvert des caracteristiques 
generiquement semi-simples regulieres, est lisse au-dessus de A^. 
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Demonstration. Pour tous a G A{k) I'algebre de Lie de Pa est I'espace vec- 
toriel H^(X, Lie(Ja)). Au-dessus de I'ouvert A^, la dimension de cet espace 
vectoriel reste constant parce que H°(X, Lie(Ja)) s'annule d'apres le lemme 
precedent. D 

D'apres Biswas et Ramanan (c/. ^), I'espace tangent de M. en un point 
{E, if) G M.{k) se calcule comme suit. Formons le complexe a deux crans de 
faisceaux localement libres sur X 

ad(E, </^) = [0 ^ ad(E) ^ ad(E) ® Ox{D) -^ 0] 

oil la fleche a.d{ip) est donnee par x i-^ [x, ip] pour toutes sections locales x de 
a.d{E). L'espace tangent de M. en le point {E, ip) est alors le premier groupe 
d'hypercohomologie H^(X, ad{E, ip)). 

Proposition 5.3 Supposons que f{E,ip) = a G A^(A;) c'est-d-dire que le 
polynome caracteristique de ip soit generiquement semi-simple reguliere . 
Alors, H2(X, ad(E, ip)) = des que deg{D) >2g-2. 

Demonstration. L 'existence de la forme de Killing implique que le fibre vec- 
toriel ad(i?) est auto-dual. Le complexe parfait [a.d{E) > a.d{E)®Ox{D)] 

est done dual au complexe [a.d{E) ® Ox{—D) ® Vtx ^ a.d{E) ® f^x]- Par 

dualite de Serre, il suffit de demontrer que 

H°(X, [ad(E) ® Oxi-D) ® fix ^ ad(E) ® fi^]) = 

des que deg(Z^) > 2g — 2. 

Notons K = ker[ad(E) -^ ad{E) Ox{D)] le noyau de le fleche ad(v9) : 
X \-^ [x,(f)]; K est un O^- Module localement libre puisque qu'il est une sous- 
Ox-Module de a.d{E). De meme, le quotient M = ad{E)/K, etant isomorphe 
a une sous-Cx" Module de ad{E) ® Oj^{D), est aussi localement libre. 

Le commutant K de ip est un faisceau en sous-algebres de Lie de ad(-E'). 
Sur I'ouvert dense Ua de X, K est un faisceau en sous-algebres de Cartan. 
Puisque K est localement libre, le crochet est partout nul sur K. L'action de 
K sur a,d{E) par derivation induit done une action de K sur a,d{E)/ K = M 
c'est-a-dire on a un homomorphisme de faisceaux en algebres de Lie 

K -^ End(M). 

Cet homomorphisme est injectif sur un ouvert dense, done partout injec- 
tif puisque K est localement libre. Notons A le sous-faisceau de End(M) 
des sections commutantes a I'image de K qui contient done K puisque 
le crochet est nul sur K. La Ox-Algebre A etant un sous-Ox-Module de 
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End(M), est necessairement localement libre comme Ox-Module. Puisqu'elle 
est generiquement commutatif, elle est partout commutative. On a done un 
homomorphisme injectif de O^^-Modules localement libres K —^ A on A a de 
plus une structure de O^-algebres. On en deduit une fleclie injective 

H°(X, K ® Ox{~D) ® %) ^ H°(X, A ® Oxi-D) ® %)) 

de sorte qu'il suffira de demontrer I'annulation du dernier H°. 

Considerons le revetement Y = SpeC(j_{A) fini et plat de X. II sufiit 
de demontrer que pour tout faisceau inversible L de degre negatif sur X, 
H°(y, L) = 0. Ceci est evident car la restriction de L a toute composante 
connexe du normalise de Y est encore de degre strictement negatif. D 



6 Description de 7To{P/A^ 



Dans cette section, on va decrire le faisceau 7ro(P/A'') dont la fibre au- 
dessus d'un point geometrique a G A'^ik) est 7ro(Pa)- La construction du 
faisceau 7ro(P/A^) est basee sur I'enonce suivant de Grothendieck (c/. [EGA 
IV.3] 15.6.4) 

Proposition 6.1 Soient Y un schema noetherien, f : X ^ Y un mor- 
phisme de type fini, plat, a fibres geometriquement reduites. Soit g : Y ^ X 
une section de f . Pour tous points y eY , notons X^ la composante connexe 
de Xy contenant g{y). Alors, la reunion X^ des Xy est un ouvert de Zariski 
deX. 

Voici une consequence de cet enonce. 

Proposition 6.2 Soient Y un schema noetherien, f : X ^ Y un mor- 
phisme de type fini, plat, a fibres geometriquement reduites. Pour tout ouvert 
etale Y' -^ Y , considerons la relation d'equivalence sur X{Y') = Mory (F', X) 
definie comme suit : deux sections 

gug2--Y'^X' = XxyY' 

sont equivalentes si pour tous y' G Y', gi{y') et g2{y') appartiennent a la 
mime composante connexe de la fibre Xy/. Soit ttqIX/Y) le faisceau associe 
au prefaisceau des sections de f : X -^ Y modulo cette relation d'equivalence. 
Ce faisceau est un faisceau constructive. De plus, pour tout point y E Y , 
la fibre en y de no{X/Y) est 'n'o{Xy). II en est de meme pour les points 
geometriques. 
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Demonstration. Pour toute section g : Y' ^ X de f : X ^ Y au-dessus d'un 
ouvert etale Y' de Y, on a un ouvert de Zariski Ug de X' = X Xy Y' dont 
la trace sur la fibre Xy/ au-dessus de chaque point y' G Y' est la composante 
connexe de Xy' contenant le point g{y'). De plus, on pent trouver une telle 
section g passant par n'importe quel point x dans le lieu de lissite de / quitte 
a retrecir I'ouvert Y'. Par la quasi-compacite du lieu lisse de /, il existe un 
nombre fini d'ouverts etales {F/}"^]^ et des sections gi : Y/ ^ X telles que la 
reunion disjointe des ouverts Ug. s'envoie surjectivement sur le lieu lisse de 
/. On en deduit la constructibilite de no{X/Y). Cette constructibilite pent 
aussi se deduire de la constructiblite de R^'^/iQf oil d est la dimension relative 
de/. 

Soit y un point de Y. II faut montrer que nQ^Xy) est la limite inductive des 
ensembles des classes d'equivalence de X{Y') quand Y' parcourt I'ensemble 
des voisinages etales pointes par le point y. 

Pour toute section g : Y' -^ X de f au-dessus d'un voisinage etale Y' 
pointe par y, le point g{y) appartient a une unique composante connexe 
de la fibre Xy. Si gi,g2 : Y' -^ X sont equivalentes, les points gi{y) et 
5*2 (y) appartiennent a la meme composante connexe de Xy de sorte qu'on 
a bien defini une application de I'ensemble des sections de / au-dessus du 
voisinage Y' modulo I'equivalence dans I'ensemble 7rQ{Xy). Ces applications 
sont compatibles a la restriction d'un voisinage Y' pointe par y a un voisinage 
Y" plus petit si bien qu'elles s'organisent en une application de la limite 
inductive dans nQ^Xy). 

Cette application est surjective. En effet, soit a G no{Xy). Puisque la fibre 
Xy est reduite, il existe un point lisse x G Xy dans la composante connexe a. 
Puisque c'est un point lisse, on pent I'etendre a un voisinage etale Y' pointe 
par y. L'image de I'application de X(Y'), modulo la relation d'equivalence, 
dans TiQ^Xy) contient done a. 

Soient maintenant gi, g2 deux sections de / au-dessus d'un voisinage etale 
Y' pointe y telles que gi{y) et g2{y) appartiennent a la meme composante 
connexe de Xy. Soit X[, respect ivement Xg, I'ouvert de Zariski de X' = 
X Xy Y', dont la trace sur toutes les fibres Xyi de / sont la composante 
connexe de gi{y'), respectivement (72 (|/')- Les deux ouverts X[ et X^ ont 
done la meme trace sur Xy si bien que leur intersection est un ouvert non- 
vide de X. Puisque / est une application ouverte, l'image de X[ fl X2 est un 
ouvert de Y contenant y qu'on va noter Y". Pour tout y' G Y", les traces 
de X[ et X2 sur la fibre Xy' en sont deux composantes connexes ayant une 
intersection non vide. On a done X[ fl Xy/ = Xg fl Xy/ pour tout y' G Y". 
On en deduit que X[ fl f^^{Y") = X2 fl f^^{Y") c'est-a-dire les restrictions 
de gi et (72 a Y" sont equivalentes. L'application de la limite inductive dans 
7rQ{Xy) est injective et done bijective. 
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La meme demonstration vaut si on remplace un point y &Y par un point 
geometrique y et les voisinages pointes par y par les voisinages pointes par 
y. La fibre geometrique tiq{X/Y) en y est alors le groupe des composantes 
connexes 7ro(Xy) de la fibre geometrique Xy. D 

D'apres la proposition 5.2, P est un champ de Picard relatif lisse au- 
dessus de A*"^. II resulte alors de la proposition precedente qu'il existe un 
faisceau 7ro(P/A^) pour la topologie etale de A^ tel que pour tout point 
(geometrique) a de A*"^, la fibre de 7ro(P/A^) en a est le groupe des com- 
posantes connexes vro(Pa) de la fibre de P en a. 

On commence par decrire les fibres du faisceau iio^P/A'^). Soit a un 
point geometrique de A^. Soit Ja = hl[J] le schema en groupes lisse image 
reciproque par ha'. X ^> [car/z/^(Gm)] du centralisateur regulier [J]. Notons 
Ua I'image inverse du lieu des caracteristiques semi-simples regulieres ; cet 
ouvert est non vide d'apres I'hypothese generiquement semi-simple reguliere. 
La restriction de Ja a Ua est un schema en tores. Le schema en groupes Ja 
etant lisse, il existe un sous-schema ouvert J° qui en tons points geometriques 
X de X, la fibre de {Ja)x est la composante neutre de {Ja)x- L'immersion 
ouverte J^ -^ Ja est un isomorphisme au-dessus de I'ouvert Ua puisque les 
tores sont connexes. Le quotient Jal Ja est done un faisceau gratte-ciel de 
fibres finies, concentre dans le ferme de dimension zero X — Ua- 

Soit P'^ le champ de Picard des J^-torseurs sur X. Quand a varie, les 
P'^ s'organisent aussi en un champ de Picard relatif P' au-dessus de A^. En 
effet, au-dessus de A^ x X, on a le schema en groupes affines commutatifs 
lisse J^ qui est la composante neutre de J . La construction de P' est alors 
la meme que celle de P en remplagant J par J^ . Par ailleurs, P' et P ont le 
meme espace tangent a cause de la suite exacte 

H0(X, Ja/J'a) - Hl(X, JO) -. Hl(X, Ja) ^ ^\X . Ja/ J'a) 

oil H°(X, Jal Ja) est un groupe fini et oil H^(X, Ja/ Ja) = 0- Oi^ en deduit que 
P' est egalement lisse au-dessus de A^ de sorte qu'on dispose d'un faisceau 
7ro(P'/A^) dont les fibres sont les groupes tiq{P'^). 

Proposition 6.3 On a la suite exacte 

H°(X, Ja/Jl) ^ Tl^iP'a) ^ 7ro(Pj ^ 0. 

Demonstration. Dans la suite exacte 

H0(X, Ja/Jl) ^ Hl(X, JO) ^ Hl(X, Ja) - Hl(X, Ja/J^) = 

les groupes H^(X, J°) et H^(X, J^) sont les groupes des classes d'isomor- 
phisme des categories de Picard Pa{k) et Pa{k). La surjectivite essentielle du 
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foncteur P'aik) -^ Pa{k) iniplique la surjectivite essentielle de sa restriction 
aux composantes neutres P'^ik) -^ Paik). On en deduit la suite exacte 

H0(X, JJJ'J ^ TTolP^) ^ noiPa) ^ 

qu'on voulait. D 

Cette suite exacte permet en principe de ramener le calcul de 7ro(Pa) 
a celui de no{P^) du moment qu'on salt decrire la fleclie H°(X, Ja/Ja) ~^ 
7ro(P^). II est possible de la calculer dans le cas des groupes classiques, et 
nous allons presenter en detail ce calcul dans le cas SL(2) dans §11. Mal- 
lieureusement, nous ne savons pas formuler une description generale. Cette 
difficulte va reapparaitre dans la demonstration du tlieoreme principal 10.4 
oil heureusement, il est possible de la contourner a I'aide d'un lemme de 
Kottwitz. II serait plus satisfaisant d'avoir une description directe de cette 
fleche. 

En revanche, il est possible de decrire 7io{P^) de facon generale a I'aide 
d'un autre lemme de Kottwitz. Le schema en groupes J° est un schema 
en groupes lisse a fibres connexes sur X et sa restriction J^lua = "^alua '^ 
I'ouvert Ua est un tore. Ce tore admet un modele de Neron connexe canon- 
ique Nei^ {Ja\ua) Qui est une schema en groupes lisse a fibre connexe sur X, 
prolongeant le schema en tores Jalua^ ^t universel pour cette propriete. En 
particulier, on a un homomorphisme canonique 



jO^Ner°(Jj 



UaJ 



Proposition 6.4 L 'homomorphisme du champ de Picard des J^-torseurs 
dans celui des Ner^ {Ja\ua)-torseurs induit un isomorphisme sur leurs groupes 
des composantes connexes. 

Demonstration. L' homomorphisme J^ — > Ner°(Ja|(7^) est injectif comme un 
homomorphisme de faisceaux. Considerons la suite exacte 

0^jO^Ner°(J,|^J^ir^O 

oil K est un faisceau supporte par X — Ua. On a II^(X, K) = et H°(X, K) 
est un groupe algebrique affine connexe. La proposition se deduit done de la 
suite exacte longue 

}i'(X,K) ^ R^X, jO) ^ E\X,NeT\Ja\uJ) ^ ii\X,K) = 

qui se deduit de la suite exacte courte precedente de la meme maniere que 
6.2. D 
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On se ramene au calcul du groupe des composantes connexes du champ 
de Picard des torseurs sous le modele de Neron connexe Ner°(Ja|[/^). Pour 
cela, nous utilisons un lemme general du a Kottwitz (c/. [T8]). 

Fixons un point geometrique u de I'ouvert Ua et notons F = ni{Ua,u) 
le groupe fondamental de Ua pointe en u. La categorie des tores sur Ua est 
alors equivalente a la categorie des Z-modules libres munis d'une action finie 
de F. On associe a un tore T sur Ua la fibre en u du faisceau X*(T) des 
cocaracteres de T, munie de Taction naturelle de TTi{Ua,u). Un tore T est 
dit induit s'il existe une base du Z-module X,,(T)u telle que Taction de F sur 
X*(T)u se deduit d'une action transitive de F sur cette base. Le lemme 2.2 
de [in] pent s'enoncer comme suit. 

Lemme 6.5 Soit A un foncteur de la categorie des tores sur Ua dans la 
categorie des groupes abeliens verifiant les proprietes suivante : 

1. le foncteur A est exact a droite c'est-d-dire il transforme une suite 
exacte de tores 1 ^ Ti ^ T2 ^ % ^ en une suite exacte a droites 
de groupes abeliens 

A(Ti) ^ A(T2) ^ AiT,) ^ 0, 

2. si T est un tore induit, il existe un isomorphisme canonique A{T) — > Z. 

Soit u un point geometrique de Ua- II existe un isomorphisme canonique du 
foncteur T \-* A{T) dans le foncteur T ^^ [X*(T)„]r qui associe a un tore 
T le groupe abelien des coinvariants de T = 7Ti{Ua,u) dans le groupe des 
cocaracteres X=k(T)„. 

On va appliquer ce lemme de Kottwitz au foncteur A construit comme 
suit. Un tore T sur Ua se prolonge canoniquement en un X-schema en groupes 
lisses a fibres connexe Ner°(^), le modele de Neron connexe de T. On pose 

A{r) = 7ro(Tors(Ner°(T))) 

le groupe des composantes connexes du champ de Picard des torseurs sous 
Ner°(r) sur X. 

Lemme 6.6 Le foncteur T \-^ 7ro(Tors(Ner°(T))) est un foncteur exact a 
droite. De plus, pour les tores induits T , on a un isomorphisme canonique 
7ro(Tors(Ner°(r)))^Z. 

Demonstration. Soit l^T^^T^^Tj— >1 une suite exacte de tores sur 
Ua. On en deduit une suite exacte entre les modeles de Neron localement de 
type fini 

1 -^ Ner(Ti) -^ Ner(r2) -^ Ner(r3) -^ 1. 
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Soit X E X — Ua nn point dans le complement aire de Ua, soit I^ le sous-groupe 
d'inertie en x. D'apres [211, ^^ groupe de composantes connexes de la fibre en 
X du modele de Neron est 

7ro(Ner(T„)) = (X,(r„)),^. 

pour tons a G {1,2, 3}. On en deduit une suite exacte de faisceaux 

^ Ner°(T„) ^ Ner(r,) ^ (X,(T,)),^ ^ 

Oil (X*(7^))/^ est vu comme un gratte-ciel plante en x. On a maintenant une 
suite exacte a droite 

puisque le foncteur des coinvariants est exacte a droite. En utilisant le di- 
agramme du serpent, on voit que parmi les homomorphismes entre leurs 
modeles de Neron connexes 

Ner°(ri) ^ Ner°(r2) ^ Ner°(r3) 

01 est injectif, 02 est surjectif mais im(0i) 7^ ker(02)- Plus precisement, on a 

ker(02)/im(0i) = ker(X,(ri),^ ^ X,(r2),J. 

xex-Uc, 

Posons Ti = ker(02)- On a alors deux suites exactes : 

^ r; ^ Ner°(r2) ^ Ner°(r3) ^ 

at 

^ Ner°(Ti) ^ T/ ^ ker(X.(Tik - X.(T2),J ^ 0. 

Dans la premiere suite exacte, T^ est un schema en groupes sur X a fibre 
generique geometriquement connexe de sorte que H^(X,7^') = d'apres un 
theoreme de Tsen j221- On en deduit la suite exacte 

tf(X,Ti) ^ Hi(X,Ner°(r2)) ^ }i\X,NeT'{%)) -. 0. 

Dans la seconde suite exacte, 0^gY-(7 ker(X^,(71)/^ — >• X,,(7^)/^) est sup- 
porte par un schema de dimension nuUe de sorte que son H^ est nul. On en 
deduit la surjectivite de la fieche 

Hi(X,NerO(Ti))^Hi(X,T/). 
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On en deduit une suite exacte a droite 

Hi(X,Ner°(Ti)) -^ }i\X,NeT^{T2)) -^ E\X,NeT\%)) -^ 

qui induit une suite exacte a droite des ttq 

7ro(Tors(Ner°(Ti))) -^ 7ro(Tors(Ner°(T2))) -^ 7ro(Tors(Ner°(T3))) -^ 0. 

Le foncteur T i-^ 7ro(Tors(Ner'^(T))) est done un foncteur exact a droite. 

Considerons maintenant un tore induit T. II existe done une base de 
'K^:{T)u munie d'une action transitive de 7ii{Ua,u). Get ensemble fini d'une 
action de iii{Ua,u), definit un revetement fini etale connexe ttu : U -^ Ua- On 
verifie alors que T = {nu)^,Grn- Par normalisation on obtient un revetement 
fini ramifie X ^ X. On verifie que Ner''(T) = 7r*Gm de sorte que 

Tors(Ner°(7r,G„)) = Pic(X) 

La courbe X etant irreductible, on a 7ro(Pic(X)) = Z. D 

Corollaire 6.7 Soit a G PiP{k) etuE Ua{k). On a un isomorphisnie canon- 
ique 7io{P^) ^ [X*(Ja)„]r ou lL^,{Ja)u est la fibre en u du faisceau des cocar- 
acteres du tore Ja\ua et oiiT = rciiUa^u). 

Le corollaire precedent decrit les fibres geometriques vro(P^) du faisceau 
no(P' / A^) a I'aide de la monodromie du tore Ja\ua- Nous allons maintenant 
regarder comment cette monodromie varie en fonction de a. 

Notons U I'image reciproque de car'^'^'' x*"^™ Lo par la fleche tautologique 



X X A^ ^car x^" 



>D- 



Par definition de A^, les fibres du morphisme U — > A^ sont non vides et 
connexes. 

Soit Xq le revetement fini etale galoisien de X de groupe de Galois 6 as- 
socie a pc '■ 7ri(X, x) ^ comme dans la section 1. On a alors un morphisme 
fini 



{Xq X t) x*^™ Ld -^ car x*^™ Li 



qui au-dessus de I'ouvert car^^^ x'^"'Ld est etale galoisien de groupe de Galois 
W' = W xi Q. Par image reciproque, on obtient ainsi un H^'-torseur 

U ^U 

au-dessus de la A^-courbe U. Le morphisme U -^ A^ est un morphisme lisse 
de sorte qu'on dispose d'un faisceau d'ensembles tiq^U/A^) sur la topologie 
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etale de A'' dont la fibre au-dessus de a G A^(A;) est Tensemble des com- 
posantes connexes de Ua d'apres la proposition 6.2. Comme U est un W- 
torseur au-dessus de U et U ont des fibres non vides et connexes, W agit sur 
le faisceau ttq^U/A'^) et cette action est transitive fibres a fibres. 
L'enonce suivant m'a ete suggere par Drinfeld. 

Proposition 6.8 // existe un isomorphisme canonique de faisceaux 

Z[7ro(t//A^)] 0w' X" ^ 7ro(P7A^). 

Demonstration. Commengons par construire la fieche canonique. Localement 
pour la topologie etale, une section de 7ro(f//A^) est representee par une 
section de U. II suffit done de construire a partir d'une section 

Us : S -^ Uas = U y<A'y,as ^ 

au-dessus d'un ouvert etale a^ : 5 — > A^, un homomorphisme de faisceaux 
dependant de us 

JL^s^MP'/S) 

puis de verifier que cet honiomorphisnie est invariant pour la relation d'equi- 
valence 6.2 et qu'il verifie une certaine propriete VT'-equivariante qui sera 
precisee. 

D'apres 3.8, Fimage reciproque de J° par le morphisme Uag — > [car/Gm] 
est canoniquement isomorphe au tore constant Uag x T de sorte qu'on a un 
isomorphisme entre leurs faisceaux des cocaracteres 

Hom^ (G^,jO)^X^ . 

'-'ag Uag 

Avec la donnee de la section M5, on a un isomorphisme canonique 

MjHom,;„^(G^,J°)^X^. 

Soit J°g I'image reciproque de J° par le morphisme X x 5 ^ [car/Gm]- Soit 
Us : S ^ Uas I'image de us- On a alors une trivialisation de Hom(7^(Gm, J a) 
sur le complete formel Ua^ le long de la section us- 

Un cocaractere ^ G X^ induit alors sur le complete formel Xs^us de X x 5* 
le long de la section U5, un homomorphisme de Gm dans la restriction de 
J°^. Le fibre inversible Oxxsius) fournit un Gm-torseur sur X x S trivialise 
sur le complement aire de la section M5, de sorte qu'en poussant par le car- 
actere /x, on obtient un J°^-torseur sur Xs^us muni d'une trivialisation sur le 
complement aire de la section us- D'apres le theoreme de recollement formel 
de Beauville-Laszlo (c/. [1 ), on pent recoUer ce J°^-torseur sur Xs^us ^^vec le 
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J° -torseur neutre sur le complementaire de us pour produire un J° -torseur 
sur X X S. On a done produit un S'-point de P'g a partir de /x G X^. 
Cette construction fournit un homomorphisme 

\{us) -.^'s-^P's 

dependant de la section us- En composant avec I'homoniorphisnie evident 
Pg — > TTo{P'/S), on a un homomorphisme de faisceaux 

MKus)) : x^ ^ MP'/s). 

Soit Mg : S* — > Uag une section equivalente a us au sens de 6.2. Les deux 
homomorphismes 

MKus)),MKus)) ■■ ^s ^ MP'/s) 

sont alors egaux. Ceci se demontre par un argument d'homotopie comme 
suit. D'apres 6.1, il existe I'ouvert de Zariski Us(us) de Us dont la trace 
sur chaque fibre Us de Us au-dessus d'un point s & S, est la composante 
neutre de Us contenant us{s). Du fait que us et u'g sont equivalentes, u's 
se factorise aussi a travers I'ouvert Usius)- Au-dessus de Us(us), on a une 
fieche canonique 

a cause de la projection vers Us- Les fieches 71q{\{us)), no{X(u'g)) s'obtiennent 
en restreignant cette derniere aux sections us et u's- Puisque le morphisme 
pr^ : Us{us) — *■ S est un morphisme lisse a fibres geometriquement connexes, 
pr^ induit un isomorphisme 

Hom(X^,vro(P75)) - }iom{X^~ ^^.^^^^, MP' /Us{us))) 

d'apres le lemme 4.2.5 de 0. L'egalite de 7iQ{X(us)),no{\(u'g)) s'en deduit. 
Par ailleurs, 3.8 implique que pour tout w' e W, pour tout fj, G X^, on a 

A(Ms)(Ai) = \{w'us)iw'n)- 

La conjonction de ce qui precede implique qu'on a un homomorphisme 

Z[7ro([7/A^)] ^w' X" ^ 7ro(P7A^). 

Pour verifier qu'il est un isomorphisme, il suffit de le faire fibres a fibres et 
c'est ce que dit le coroUaire 6.7. D 
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7 Stratification 

Soit a G A^(A;). La fibre no{U/A^)a est un espace homogene sous le 
groupe W. Les sous-groupes d'isotropie de W agissant sur cette fibre forment 
une classe de W^'-conjugaison de sous-groupes de W qu'on va noter [E^]. 

Le faisceau 7io{U/A^) etant constructible, 11 exlste une stratification de 
A^ telle que sa restriction aux strates est localement constante. SI les strates 
sont connexes, ce qu'on pent supposer, les classes de W^-conjugalson [S^] 
sont constantes quand le point geometrlque a varle le long de I'une de ces 
strates de sorte qu'a chaque strate est assoclee une classe de H^'-conjugalson 
de sous-groupes de W. Dans cette section, on va construlre expllcltement 
cette stratification dont les strates sont Indexees par certalnes classes de W- 
conjugalson de sous-groupes de W verlfiant une contralnte qui sera preclsee 
dans le lemme 7.1. 

Solt X un point geometrlque de X. Dans la section 1, on a un homomor- 
phlsme pg '■ 7ii{X,x) -^ Out(G) dont I'lmage est un groupe finl 0. On a 
aussl un revetement etale galolslen Xq de X de groupe de Galois 9 polnte 
par un point geometrlque xe au-dessus de x assocle a pc- Nous avons note 
6geo rimage du groupe fondamental geometrlque 7ri(X,x) dans 6 et W^^^ le 
sous-groupe W x 6geo de l^' = W^ x 6. 

Solt a G A^{k) et supposons que x E Ua on Ua est la fibre de t/ en a 
avec U et U comme dans 6.8. Cholslssons un point x de Ua au-dessus de x. 
Le groupe W aglt transltlvement sur I'ensemble des composantes connexes 
de Ua- Solt T^aix) le sous-groupe de W qui stabilise la composante connexe 
de Ua contenant le point x. La classe de H^'-conjugalson [Sq] de Sa(x) ne 
depend pas du cliolx de x. Par construction, on a un morphlsme Ua — ^ ^0. 

Supposons que x est au-dessus du point xq de Xq. L'homomorphlsme 
T[i{Ua-, x) -^ W donne par x releve alors l'homomorphlsme Pq° : 7ri(X, x) -^ 
6 donne par xq. En partlculler, I'lmage de T,'^(x) dans 6 est Ogco- Pulsque 
Ggeo est un sous-groupe distingue de 6, tous les W^'-conjugues de Sa(5;) ont 
I'lmage Ggeo dans 0. On retlent la contralnte sulvante sur la classe de W- 
conjugalson [S^]. 

Lemme 7.1 Pour tout a G A'^{k), tous les membres de la classe de W- 
conjugaison [S^] ont I'image Ggeo dans G. 

Pour tout sous-groupe S' de W dont I'lmage dans G est Ggeo, conslderons 
la 0x-Algebre des fonctlons E'-lnvarlantes sur Xe x t. Son spectre, deslgne 
par (Xe x t)/S', est muni d'une action de Gm Indulte de Paction de G^ sur 
t. Solt Bs' le schema qui represente I'ensemble des sections de 

/i6:X-.((XeXt)/S')x«'"LD 
35 



oil Lr) est le (Gm-torseur associe a Ox{D). On a un morphisme 

TTs' : ((Xe X t)/S') x^- Lz) ^ ((Xq x t)/W^') x^™ L^ 

qui induit un morphisme 

vr^, : Byi -^ A. 



Lsiderons I'ouvert B^., I'i 



C9 CI 

Considerons I'ouvert Bj./ I'image reciproque de A dans B^'. Pour tout 
b E lBj.,(k), le revetement 

Xe X t ^ (Xe X t)/S' 

induit par image reciproque un revetement fini X;, — > X qui est generiquement 
etale. Nous allons noter B™f^ I'ouvert de B^ qui consiste en les points 
b E Iij.,{k) tels que le revetement Xf, ^ X est irreductible. 

Proposition 7.2 Le morphisme ttS, : Bj., -^ A'' est un morphisme fini et 
net. En particulier, B^,, est representable. 

Soit As' le sous-schema ferme de A^ image du morphisme fini n^,. II 
existe alors un ouvert As' de As' tel que (7r2/)^^(As') est I'ouvert B™f'' de 
B^, . De plus, le morphisme restreint B^/'^^ -^ As' est un morphisme fini 
etale de degre |Nort^/(S')|/|S'|. 

Demonstration. Le lemme suivant va etre utilise a plusieurs reprises dans la 
demonstration de la proposition. 

Lemme 7.3 Soit S un k-schema normal integre. Soient V et V des S- 
schemas et v : V -^ V un S -morphisme fini. Soit h : S ^ V une section de 
V. Supposons qu'il y a un ouvert non vide S' de S sur lequel h' = h\s' se 
releve en une section h' : S' —^ V Xs S' . Alors la section h' se prolonge de 
fagon unique en une section h : S ^ V qui releve h. 

Demonstration. Soit h{S) I'image de la section h et v~^{h{S)) son image 
reciproque dans V. Puisque v est un morphisme fini, v~^{h{S)) est un S- 
schema fini. La section h' de V au-dessus de I'ouvert S', releve h' = h\s si bien 
qu'elle est a I'image dans v^^{h{S)). Notons Z' I'image de h' dans v^^{h{S)) 
et Z I'adherence schematique de Z' dans v^^{h{S)). Puisque f~^(/i(S')) est 
un S-schema fini, Z est un S'-schema fini integre bi-rationnel a S. Puisque S 
est suppose normal et integre, ceci irnplique que Z ^ S est un isomorphisme. 
En I'inversant, on obtient la section h de V qui releve la section h de V. D 



Demontrons d'abord que le morphisme ir^, : B^/ — ^ A'"^ est quasi-fi- 



m. 



Soit a E A^{k) une caracteristique generiquement semi-simple reguliere et 
soit ha : X ^ car x '^"' Ld la section associee. Soit Ua I'ouvert non vide de X 
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oil a est une caracteristique semi-simple reguliere. On doit demontrer qu'il 
y a au-plus un nombre fini de relevements de ha en une section hi, dans le 
diagramme 

((XeXt)/S')x«™L^ 




^ car X '^"^ Ln 

D'apres le lemme precedent, la donnee du relevement hb est equivalente a la 
donnee de hb sur I'ouvert Ua- La tlieorie de Galois usuelle montre que ceci est 
possible si et seulement si I'image S^ de la representation de monodromie 

SO it conjugue a un sous-groupe de S'. De plus, dans ce cas, il y a exactement 
|NorvK'(S^)|/|S^| relevements differents. 

Demontrons que le morphisme tt^, : B^/ — ^ A'' est propre. Soit S un trait 
et soit a G A^(S') un S-point de A^ donne par un morphisme hs : S x X ^' 
car x*^™ Ld. Supposons qu'au-dessus du point generique r] de S, haij]) se 
releve en hbirj) : rj x X ^> ((-^e x t)/S') x*"^™ Lo- Alors hbirj) se prolonge de 
fagon unique en une section hb : S x X ^ {{^e x t)/S') x"^™ L^ relevant ha 
d'apres le lemme precedent. 

Demontrons que le morphisme tt^, : B^/ -^ A^ est net. Donnons-nous 
deux fleches 

hb, hb'-.Xx Spec(A;[£]/£2) ^ M = ((X© x t)/S') x^™ Ld 

qui induisent la meme fleche 

ha'. X X Spec{k[6]/e'^) ^ N = car x'^"' Ld- 

Soit Ua I'ouvert de X image reciproque de I'ouvert semi-simple regulier 
de car et supposons que Ua soit non-vide. Puisqu'au-dessus de car'^'^'' le 
morphisme {Xq x t)/S' -^ car est etale, les deux fleches hb et hy sont 
necessairement egales au-dessus de Ua- Ceci implique que hb = hb' car la 
Cx-Algebre Ox[€]/{€^) est plate. 

Le morphisme ir^, : B^,, -^ A^ fini et done en particulier representable, 
a fortiori B^/ est representable. L'image de B^^, dans A^ est un sous-schema 
ferme Ap/j de A^ dont les points geometriques a sont caracterises par le 
fait que la classe de W^'-conjugaison [S^] contient un membre qui est un 
sous-groupe de S'. 

Si Tj[ est un sous-groupe de S', on a I'inclusion de sous-schemas fermes 
Ap'] C Ap']. On a done un ouvert de Ap/] de A^/ qui consiste en les points 
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a G A[-s']{k) tels que [S^] est la classe de ly'-conjugaison de S'. Son image 
reciproque dans B^ est I'ouvert B™f^. Au-dessus de A[s/], le morphisme 
jgmax _^ Ap'] est un morphisme fini, net dont toutes les fibres geometriques 
ont |Norvi'/(S')|/|S'| points. Dans un voisinage henselien, un morphisme fini 
et net est la reunion disjointe d'immersions fermees. Si celui a de plus un 
nombre constant de points dans ses fibres geometriques, il doit etre reunion 
disjointe d'isomorphismes. C'est done un morphisme fini etale. D 

La conjonction de 7.1 et 7.2 implique qu'on a une stratification de A^ 



A' 



^ 



Ar 



oil [S'] par court I'ensemble des classes de VT'-conjugaison de sous-groupes 
de W satisfaisant a la contrainte 7.1. 

Corollaire 7.4 Le faisceaux ttq^U/A'^) est localement constant le long de 
la strate Ap/] de fibre typique W'/T,' . Le faisceau ttq{P'/A'^) est localement 
constant le long de la strate Ap'j de fibre typique X^/. 

Demonstration. La proposition 7.2 montre que 7Cq(U/A^) est localement con- 
stant le long des strates A[s/] de fibre typique W'/T,'. La seconde assertion 
s'en deduit en vertu de 6.8. D 

Definition 7.5 Un point a G A^(fc) est dit elliptique si pour un memhre 
arbitraire S'„ de la classe de W'-conjugaison [S^], le groupe X^/ des S^- 
coinvariants des cocaracteres est un groupe fini. 

II est clair sur cette definition que I'ensemble des a elliptiques est une 
reunion des strates Ap/j. 

Corollaire 7.6 Supposons que le groupe des caracteres X de T n'a pas d 'in- 
variants non triviaux sous V action de W ce qui est le cas si G est semi- 
simple. L 'ensemble des caracteristiques a G A^{k) elliptiques forment un 
ouvert non vide A^^^ de AP . 

Cet ouvert est caracterise par la propriete a G A'^^^{k) si et seulement si 
7ro(Pa) est fim. 

Demonstration. D'apres la relation d'adherence decrite ci-dessus, si un point 
a G A^ est elliptique, toutes ses generalisations le sont. II s'ensuit que la 
reunion des strates A[s/] pour les classes de conjugaison des sous-groupes 
S' C W tels que le groupe des coinvariants X^/ est fini, forme un ouvert 
de A. II reste a verifier que celui-ci est non vide. D'apres [Zj, il existe des 
caracteristiques a tres regulieres, voir definition 4.1, pour lesquels le groupe 
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de monodromie est automatiquement tout le groupe W^^^. Celles-ci sont alors 
clairement elliptiques. 

Si a G A''"(A;), le groupe vro(P^) est fini. La suite exacte 6.3 implique 
alors que 7ro(Pa) est aussi fini car il est un quotient de tiq^P^). Dans cette 
suite exacte dont le terme H°(X, Ja/Ja) est un groupe fini, la finitude de 
7ro(Pa) implique celle de 7ro(P^). D'apres le coroUaire precedent, vro(P^) fini si 
et seulement si a e A^^^{k). D 

Pour G un groupe classique semi-simple, on pent verifier qu'au-dessus de 
I'ouvert elliptique A'^", I'espace de module A^'^" est un champ de Deligne- 
Mumford et le morphisme /'^" : Ai'^^^ — > A''^^ est un morphisme propre de 
type fini en suivant les arguments de [Zj . Dans le cas unitaire, c'est fait dans 
|20j . nous en donnerons une demonstration detaillee dans un travail futur 
pour les autres groupes classiques. 



8 La [/T:]-decomposition 

L'action de P sur Ad relativement a A induit une action de P sur la 
cohomologie de A^ c'est-a-dire pour tout A-schema a : S* — > A, le groupe 
P{S) agit sur la restriction a S" de /*Q^. Considerons cette action au-dessus 
de I'ouvert A^. Sur cet ouvert, P est lisse de sorte qu'on pent definir P° sa 
composante neutre relative en vertu de 6.1. D'apres le lemme d'liomotopie 
(c/. 120] 3.2), si p est une section de P°, p agit trivialement sur les faisceaux 
de cohomologie perverse PW{f^:Qi). On en deduit une action du faisceau 
etale 7Co{P/A^) sur les faisceaux pervers ^H-'(/*(Q£). Sur I'ouvert elliptique 
A'^", 7ro(P/A'^'') est un faisceau en groupes abeliens finis. Cette action induit 
localement une decomposition en somme directe de ^H-'(/^"(Q^). 

Proposition 8.1 Soient S un schema de type fini, A un faisceau en groupes 
abeliens finis pour la topologie etale de S et K un faisceau pervers sur S. 
Supposons que A agit sur K . En particulier, le groupe fini T{S, A) agit sur 
K qui induit une decomposition 

K= ^« 

K€r{s,A)-*'^t 

oil K, parcourt l' ensemble des caracteres du groupe des section globales de S. 
Pour tout caractere k de T{S, A), K^^ est supporte par le ferme S^ constitue 
des point s E S tel que le caracteres n : r(S', A) — > (Q^ se factorise par 
I'homomorphisme de restriction aux fibres r{S,A) —>■ Ag. 
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Demonstration. Soit a G r(S', A) une section telle que K,{a) 7^ 1. Soit U{a) 
I'ouvert de S ou la section a s'annule. Pour demontrer que K,^ est supporte 
par Sk qui est le ferme complementaire de la reunion des ouverts U{a) avec 
/t(a) 7^ 1, il suffit de demontrer que Kf,\u{a) = pour des tels a. Ceci est clair 
car a, etant egal a la section neutre sur U{a), agit trivialement sur K\u(^a)- 
Pour tons caracteres k de T{S, A) tels que /t(a) 7^ 1, on a -ft'slt/Ca) = 0. D 

Soit a G A'^"(A;) une caracteristique definie sur k, soit Sa I'henselise de A''^^ 
en a. Soit a un point geometrique au-dessus de a. Alors, la fibre de vro(Pa) en 
le point a est un groupe abelien fini muni d'une action de Gal(A;/A;) = (o"). 

Corollaire 8.2 Sur Sa, on a une decomposition canonique 

oil K, parcourt V ensemble des classes de a-conjugaison de caracteres de 7ro(Pa) 
et ou geometriquement ^W {fsa,*'Qe)[K] est la somme directe des facteurs iso- 
typiques ^ii-^{fsa,*'Qi)K.' o,vec k' dans la classe de a-conjugaison de k. 

De plus, ^H-'(/5„,*Qf)[K] est supporte par le sous-schema ferme de Sa con- 
stitue des points s E S tels qu'il existe au mains un caractere n' dans la 
classe de a-conjugaison de k tel que k' : 7ro(Pa)^'^^ -^ Q^ se factorise par 
I'homomorphisme canonique 7ro(Pa)^'^^ -^ tvq^Ps). 

Demonstration. La somme directe ©^'ekl -'^'^(/s'a.**Q^)«' ^^^ stable par a et 
defini un facteur direct de PW{fs^,*Qe). L'enonce sur le support se deduit du 
lemme precedent. D 

Comme on verra dans §9, cette decomposition au-dessus d'un voisinage 
d'un point rationnel de A'^^^ correspond a la reecriture habituelle de la somme 
des integrales orbitales globales dans une classe de conjugaison stable donnee, 
en une somme de K-integrales orbitales a I'aide d'une transformation de 
Fourier sur le groupe fini des obstructions. On pent aussi considerer la decompo- 
sition globale sur I'ouvert A*^^^ qui correspond alors a la prestabilisation de 
la partie elliptique de la formule des traces. Dans cette situation globale, il 
nous faudra introduire le formalisme de cofaisceaux, evident mais inhabituel. 

Revenons a la situation generale 011 on a au-dessus d'une base S un fais- 
ceau en groupes abeliens finis A agissant sur un faisceau pervers K. Pour tout 
ouvert etale U de S, considerons le groupe A{U)* des caracteres d'ordre fini 
de A{U). Si U' est un ouvert etale de U, la fieclie de restriction A{U) -^ A{U') 
induit une fieclie de corestriction A{U')* -^ A{U)*. On appelle precofaisceau 
sur S un foncteur covariant de la categorie des ouverts etales de S dans la 
categoric des ensembles. En particulier, U ^-^ A{U)* est un precofaisceau. 
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On appelle cofaisceau un precofaisceau Co qui verifie en plus une propriete 
de recollement : pour tout ouvert etale U de S, pour tout recouvrement etale 
Ui de U, et pour U2 = Ui Xu Ui, I'ensemble Co(f/) est Tensemble quotient 
de Co(f/i) par la relation d'equivalence Co(f/2) ^ Co(f/i). 

Tout comme pour les faisceaux, on pent associer un cofaisceau Co a un 
precofaisceau Preco. Pour tout ouvert etale U de S, on prend pour Co{U) 
la limite projective sur les recouvrements etales Ui ^ U des ensembles des 
classes d'equivalence de Preco(f/i) par le relation d'equivalence Preco(f/2) =^ 
Preco(f/i) ou f/2 = f/i X;7 Ui. 

L'enonce suivant est tautologique. Nous allons neanmoins en esquisser 
une demonstration car la notion du cofaisceau est moins familier que celle 
du faisceau. 

Proposition 8.3 Soit A un faisceau en groupes aheliens finis sur S qui 
agit sur un faisceau pervers K sur S. Soit A™ le cofaisceau associe au 
precofaisceau U 1-^ A{U)* oil A{U)* est I'ensemble des caracteres d'ordre 
fini de A{U). Alors pour tout ouvert etale U de S , on a un decomposition de 
la restriction de K a U 

K\U= ^ iK\u)[a] 

et pour tout [a] G A'^°{U) et pour tout ouvert etale U' de U, on a la relation 
de compatibilite 

{{K\u)[a])\u' = {K\u')[a']. 

la']eA':o(U') 

Demonstration. II sufiit de demontrer que pour tout recouvrement etale Ui 
de U, on a une decomposition canonique 



K\u = ^iK\u)i.] 



oil [a] parcourt I'ensemble des classes d'equivalence de A{Ul)^, pour la relation 
d'equivalence ^(f/s)* ^ A^Ui)*. 
En effet, on a une decomposition 

aeAiUi)* 

a cause de Taction du groupe abelien A{Ui) sur K\u-^^. Regroupons les facteurs 
directs {K\u-^)a selon la relation d'equivalence A{U2)* =^ A{Ui)*, la somme 
directe 
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descend alors k U. D 

Pour le cas particulier du faisceau 7ro(P'/A'^^^), on a des renseignements 
explicites sur les sections globales de 7ro(P'/A'^")'^° par la proposition 6.8. 

Proposition 8.4 On a une application canonique de I'ensemble des sec- 
tion globales du cofaisceau 7ro(P'/A'^")'^°, dans I'ensemhle des classes de W- 
conjugaison [k\ des caracteres d'ordre fini k, : X^ -^ Q^ . 

Demonstration. Choisissons un recouvrement etale 5*1 -^ A^^^ au-dessus du 
quel 7io{U/Si) admet une section qu'on va noter p. Grace a cette section, 
par la proposition 6.8, on a une fleclie surjective 

On a ainsi une application de tiq{P' / Si) dans I'ensemble des caracteres d'or- 
dre fini K : X^ ^ Q^^ . 

Soient 5*2 = 5*1 x^c:? 5*1 et pr]^(/9), pr2(/9) les images reciproques de {3 
sur ^2. Puisque W agit transitivement sur les fibres de 7ro(f//A'^"), il existe 
une section w' G r(S'2,W^') tel que w'pr;^(/3) = pr2(/9). On en deduit une 
application de I'ensemble des section globales du cofaisceau 7ro(P'/A'^^^)™, 
dans I'ensemble des classes de W^'-conjugaison [k] des caracteres d'ordre fini 
K : X'^ -^ (Q^ . Cette application ne depend ni du choix de f/i ni du choix de 
la section 13. D 

On deduit de 8.3 et 8.4 une decomposition 

oil la somme directe est etendue sur I'ensemble des classes de H^'-conjugaison 
des elements d'ordre fini de T. 

Theoreme 8.5 Supposons que la caracteristique de k ne divise pas \W\. 
Supposons que le groupe des caracteres X o?e T n'a pas d'invariants non 
triviaux sous W . C'est notamment le cas si G est semi-simple. 

Sur I'ouvert A^^^ de A, qui est non vide sous les hypotheses precedentes, 
on a une decomposition canonique 



^WiffQe) = ^ff (/:"Q 



^JM 



oil la somme directe est etendue sur Vensemble des classes de W'-conjugaison 
des elements d'ordre fini de T. 
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Soit K, un element d'ordre fini de T . Le facteur direct ii-'{ff^'Qe)[K] ^st sup- 
ports par le ferme §[«] constitue des points a G A^^^{k) tel que pour tout point 
geometrique u G Ua, I'un des caracteres k de la W'-classe [k] se factorise a 
travers le compose de rhomomorphisme 

defini dans la demonstration de 6.8 et I'homomorphisme vro(P^) -^ 7ro(Pa). 
En particulier, 



Sm C 



A 



[E': 



oil [S'] parcourt I'ensemble des classes de W'-conjugaison de sous-groupes de 
W contenant au moins un membre S' qui stabilise k et oil Ap'] est strate 
associee a [S'] comme dans la section 7. 

Demonstration. La premiere assertion resulte de 8.3 et 8.4. La seconde as- 
sertion resulte de 8.1. La troisieme assertion resulte de la seconde, de la 
propositions 6.8 et du corollaire 7.4. D 

Corollaire 8.6 La composante indexee [k], avec k, & T, est non nulle seule- 
ment si la W-orbite de k, est stable par Ogco- 

Demonstration. D'apres I'estimation du support, si celle-ci est non vide, il 
existe un sous-groupe S' de W = W ><i Q d'image 6goo dans 6 qui fixe k. II 
revient au meme de dire que la W^-orbite de k est stable par 0geo. □ 

L'enonce de support du theoreme 8.6 va etre raffine dans la section §10 
une fois qu'on aura introduit les groupes endoscopiques. Disons pour I'instant 
que le theoreme 8.6 est deja optimal dans le cas oil G est un groupe reductif de 
centre connexe comme le groupe unitaire oil les groupes semi-simple adjoints. 
Dans ce cas, P^ = Pa car Ja a des fibres connexes. 

9 Le lien avec les ^-integrales orbitales 

La decomposition du corollaire 8.2 correspond bien a la decomposition 
de la somme des integrales locales dans une classe de conjugaison stable, 
en somme des K-integrales orbitales. Soit a G A'^"(A;) une caracteristique 
elliptique a valeur dans k. D'apres §2, le nombre de /c-points de la fibre M.a 
est donne par la formule 

\Ma{k)\= J2 E 0,{1d). 

aekcri(F,G) 7eB{a)/conj. 
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D'apres Langlands et Kottwitz (c/. (THj, [IS]) cette so mine peut etre trans- 
formee en une somme de K-integrales orbitales. Nous allons passer en revue 
cette transformation de notre point de vue. 
Considerons le morphisme quotient 

Ma - [MjPa] = nt-^:,./^:,.] 

V 

dont le quotient se decompose en produit des facteurs locaux d'apres 4.5. Au- 
dessus de chaque fc-point m = (m^,) de 111;!-^* ^Z-^a «]; ^^ ^ '^^ Pa-torseur 
dont la classe d'isomorphisme definit un element inv(m) G H^(A;,Pa). Cette 
classe s'annule si et seulement si le torseur a un fc-point. Notons que la suite 
exacte longue associee a la suite exacte courte 

induit un isomorpliisme 

= Hi(fc,P°) ^ Hi(fc,Pj ^Hi(A:,7ro(Pj) ^ }i'ik,P^) = 0, 

en vertu des annulations resultant du tlieoreme de Lang et de la dimension 
cohomologique d'un corps fini |22] • Soit a un point geometrique au-dessus de 
a. Le groupe H^(A;, P^) est isomorphe au groupe des cr-coinvariants de 7ro(Pa) 

R\k,Pa)=MPa)ia) 

et done en particulier, fini. 

On peut maintenant compter d'une autre fagon le nombre de fc-points de 

inv(Tn) — 

En faisant operer la transformation de Fourier sur le groupe fini 'n'o{Pa){a), 
on peut reecrire cette somme a I'aide des K-integrales orbitales 

\MM\ = \P'a{k)\ E E ('^'i^^(^))A;;77^ 



ct(k;) = k 

Hi 



Aut(m)(fc) 



car \Paik)/P^ik)\ = InoiPar^ = \noiPa){a)\- On a done 

\Ma{k)\= E ^«(i«) 

(t(k) = k 
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avec 



0:{ln) = \P\k)\ Yl ('^,mv(m))- 



Notons que le choix d'un A;-point de A^^ est implicite dans cette definition de 
02{Id) car les A^*„ dependent de ce point base. II est commode de prendre 
pour point base le point de Kostant construit dans 2.5 sous I'hypothese que 
G est quasi-deploye et qu'on s'est donne une racine carree de L^. 

Du fait que pour m = (m„), inv(m) est une somme des invariants locaux 
inv(m^), 0'^{1d) se decompose en produit de K-integrales orbitales locales 

ve\x\ 

Cette decomposition du nombre de A;-points de Ada est essentiellement 
la meme que la [/tj-decomposition de la proposition 8.2 en vertu de I'enonce 
suivant. 

Proposition 9.1 Pour tous k : vro(Pa) ^ Q^ , sz a{K) ^ k, on a 

Tr(a,Pff(/,Q,)[,],^) = 

pour tous j . Si o'{k) = k ou autrement dit si la a-orbite [k] est un singleton, 
on a 

Tr(a,^(-iyrff (/.(Q,)M,d) = ^^(l^). 
i 

Demonstration. Si ct{k) ^ n, cja permute circulairement les facteurs directs 
^^^{f*Q,i)K',a avec k! dans la cr-orbite [n]. Un tel operateur a necessairement 
une trace nuUe. Le cas cr(fi;) = k resulte I'appendice A. 3 de [201 • '-' 



On en deduit le pendant arithmetique du coroUaire 8.6. 

Corollaire 9.2 Soit k, un caractere d'ordre fini de X^ dont la W-orbite est 
stable par Qgeo- Soit a G A^(A;). Pour que 

Tr«ff(/,Q,)[,],^)^0 

il est necessaire que la W-orbite de k soit stable par G. 

10 Le lien avec les groupes endoscopiques 

On suppose toujours que le groupe des caracteres X de T n'a pas de W^^^- 
invariants non triviaux ce qui est notamment le cas si G est un groupe semi- 
simple. Cette hypothese implique en particulier I'existence des a G A^{k) 
elliptiques. 
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Soit G le groupe dual connexe complexe de (G. II est muni d'un epinglage 
comprenant en particulier d'un tore maximal T et d'un sous-groupe de Borel 
B comprenant T. On pose '^Ggco = G x 0gco oil 0gco est I'image de I'liomo- 
morphisme pc '■ ni{X,x) -^ Out(G) associe au torseur r^"* et oii le produit 
semi-direct est construit a partir de Taction de Ggeo sur G qui fixe I'epinglage. 

Soit K un element d'ordre fini de T. Notons H la composante neutre du 
centralisateur ( ^G)^ de n dans ^G. C'est le sous-groupe reductif connexe 
de G engendre par T et les sous-groupes radiciels Xq,v de G associees aux 
racines a^ : T ^ G^ telles que o^^k) = 1. Le groupe reductif connexe H 
vient avec un epinglage deduit de celui de G. 

Notons Wh le groupe de Weyl de T dans H et (Wgco)^ le sous-groupe 
des elements de W'^^^ = W ^ Ggeo qui fixent k. On a. Wh = N{f,H)/f 
et {W;^J. = iV(t, ( ^G'geo)K)/t ou N{f, H) et N{f, ( ^Ggeo).) sont les nor- 
malisateurs de T dans H et dans ( ^G)^. On en deduit un isomorphisme 
N{f,{^Ggco)K)/N{f,H) -^ {W^eo)JWH et done un homomorphisme 

iW;^oo)JWH^i'G,,o)jH. 

Lemme 10.1 1. L'homo'morphisme(W^^^)K/WH ~^ {^G)k/H est un iso- 
morphisme. 

2. Soit (W^gco)°" ^6 sous-groupe de (W^^^)^ des elements qui laissent stable 
V ensemble des racines positives de H . Alors 

(W^gco)« = Wh^ (W^geo)r- 

Demonstration. 

1. II revient au meme de demontrer que I'homomorphisme 

N{f, ( ^Ggeo)K)/iV(T, H) ^ ( ^Ggeo)«/^ 

est un isomorphisme. II est injectif parce que N{T,H) est I'intersec- 
tion N{T, ( ^Ggco)K) H H. II est surjectif car tout automorphisme de 
H pent etre modifie par un homomorphisme interieur pour faire un 
automorphisme qui fixe I'epinglage de H et stabilise en particulier T. 

2. II suffit de demontrer tout element w G (W^gco)K s'ecrit de fagon unique 
sous la forme w^ = whui°'^^ avec wh G Wh et w°"* G (W^geo)^"*- E^i 
effet, Wk agit sur I'ensemble des racines de H et on pent modifier cette 
action par un unique element wh pour qu'il stabilise I'ensemble des 
racines positives de H. D 
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Definition 10.2 Une donnee endoscopique^ geometrique non ramifiee, 
consiste en un couple {n,p) constitue d'un element 

p:7ri(X,x)^(iy;jr 
tel que le compose 

est I'homomorphisme Pq" de la section 5. 

Ceci implique en particulier que le sous-groupe (W^geo)^ des elements de 
PVggo qui fixent k, se surjecte sur Ggeo autrement dit la H^-orbite de k est 
stable par Ggeo- Done k verifie la contrainte 8.6. 

Soit (k, p) une donnee endoscopique geometrique non ramifiee comme ci- 
dessus. Soit H le groupe deploye sur k dont le dual complexe est H. Notons 
pH I'homomorpliisme compose 

PH : vri(X,x) ^ {W'^JT ^ {W'^JJWh - Oni{H) = Out(H). 

Notons Qh I'image de Fhomomorphisme pu '■ 7ri(X, x) -^ (W^geo)^"* ^^ posons 
W'^ = Wh X G//. On a alors les inclusions 

ly;^ = ly^ X Gh c ly^ X {w'^JT = (w^geo). c ly;,. 

L'liomomorpliisme pu '■ 7ri(X,x) -^ Out(IH) nous fournit un Out(]H)- 
torseur t^^^ sur X et done un schema en groupes quasi-deploye H sur X 
obtenu en tordant H muni de Taction de Out(IH) fixant un epinglage, par le 
Out(H)-torseur r)^"*. _ 

Soit Xq^ le revetement fini etale de X pointe par un point geometrique 
xq^ au-dessus du point x, attache a I'homomorphisme pn '■ 7ri(X,a;) -^ Qh- 
Du fait que le diagramme 

TTi{X,x) " > &H 




^gco 

est commutatif, il existe un X-morphisme Xq^ -^ Xq envoyant le point 
xe„ sur le point Xq° de Xq°. 



^Notre definition difFere legerement de la definition de ^3] 7.1. 



47 



On a I'espace de module de Hitchin A4h associe a iJ et au diviseur D 
ainsi que le morphisme de Hitchin 

Ih ■■ Mh ^ Ah 
oil Ah est I'espace des sections 

Le morphisme evident 

(Xe, X i)/Wi, ^ (Xr X t)/l^;„ 

induit un morphisme de I'espace affine de Hitchin pour H vers I'espace affine 
de Hitchin pour G 

Ah ^~A = A®kk. 

Le cas ou G a un groupe derive simplement connexe est tres agreable. 
Dans ce cas, le centralisateur G^, est connexe de sorte que H = Gf^.W s'ensuit 
que Qh = et les revetements etales Xe^ et Xq de X sont les memes. Dans 
ce cas particulier, le morphisme Ah — > A est I'un des morphismes B^/ -^ A 
deja consideres dans la section 7. 

Proposition 10.3 Dans Vouvert A , le morphisme A^ -^ A est un mor- 
phisme fini et net. Soit A^^^ Vouvert de Ah ou la monodromie de JH,a est 

maximale en I'occurrence est egale a W^. La restriction de Ajj —^ A a 
^max ^g-j- ji^j^Q qi Stale sur son image. 

Soient pi et p2 deux homomorphismes 7ri(X,a;) -^ (W'^coYk^ ?^^ '^^ "^^^^ 
pas conjuguees. Alors les images de A^, . et A^, -. dans A^ sont des sous- 
schemas localement fermes disjoints. 

Demonstration. L'assertion sur la finitude et la nettete se demontre comme 
7.2. L'assertion sur la disjonction des images pour de differentes p se demontre 
comme suit. Soit a G A''(A;) un point geometrique dans I'image de Ah -^ A. 
Soit u un point de I'ouvert Ua oii Ja est un tore. La monodromie de Ja\ua est 
donne par un homomorphisme ni{Ua, Ua) -^ (W^geo)^ lequel passe au quotient 
pour determiner p : 7ri(X,a;) -^ (Wgeo)K/^H a conjugaison pres. Ainsi la 
monodromie du tore Ja\ua determine p a conjugaison pres. D 

Theoreme 10.4 Supposons que la caracteristique de k ne divise pas \W\. 
Supposons que X^ n'a pas d'invariants sous W'. 

Soient k, un element d'ordre fini de T. Le facteur direct ^ii-'{ff^^e)[K] 
est supports par la reunion des images des Ah pour differentes donnees 
endoscopiques geometriques non ramifiees {k,p). En particulier, si la W- 
orbite de k n'est pas stable sous Ogco; ce facteur direct est nul. 
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Demonstration. Soit a un point geometrique de A*^^^ tel que la fibre en a de 
I'un des faisceau pervers ^^■'{ff^Q,i)[K.] est non nulle. Le point a correspond a 
un morphisme ha '■ X ^ [car/Gm]- Notons Ua I'image inverse de [car'^*^''/Gm] 
et u un point geometrique de Ua- Soit Ua le revetement etale galoisien de U^a 
de groupe de Galois W'^^^ comme dans 6.8. Soit m un point geometrique de Ua 
au-dessus de u. Ce choix donne un homomorphisme Pa : tti ([/«,«„) -^ W^geo 
d'image S^^. 

D'apres le theoreme 8.4, pour que la fibre en a de I'un des faisceau pervers 
pH''(/°"(Q^)k soit non nulle, il est necessaire que I'un des conjugues de S^ soit 
contenu dans (W^geo)^ le sous-groupe de W^^^ fixateur de k. On pent supposer 
que S[j C (W^geo)K quitte a changer u. 

Rappelons que I'homomorphisme TiiiJJa^Ua) -^ -ni{X,Ua) est surjectif et 
a un noyau engendre par les sous-groupes d'inertie I^ pour les points x G 
X — Ua- Pour demontrer que a provient d'un espace de Hitchin Ah defini 
precedemment, il suffit de demontrer que I'homomorphisme compose de pa : 
7ri(t/a,M) -^ (W^gco)^ et (W'geo)^ ^ (W^geo)'./^^^ se factorisc par tii(X,u)- II 
revient au meme de demontrer que pour tout x G X — f/a, la restriction de 
cet homomorphisme aux sous-groupes d'inertie Ix est triviale. 

Le schema en groupes commutatif lisse Ja sur X admet un sous-schema 
en groupes des composantes neutres J° : pour tout point geometrique a; G X, 
la fibre en x de J° est la composante neutre de la fibre en a; de J^. On a une 
suite exacte de faisceaux 

^ J° ^ J„ ^ Ja/J'l -^ 

dont le conoyau Ja/ Ja est supporte par X — Ua- En effet, au-dessus de Ua, 
Ja est un tore et en particulier a des fibres connexes. 

Le faisceau Ja/ Ja etant supporte par un schema de dimension nulle, on 
en deduit une suite exacte 

H°(X, Ja/J'a) ^ H^(X, jO) ^ H^(X, Ja) ^ 0. 

On en deduit la suite exacte a droite 

H0(X, Ja/Jl) ^ 7ro(Hi(X, jO)) ^ 7ro(Hi(X, JJ) ^ 0. 

Puisque J° est un schema en groupes lisse a fibres connexes et generiquement 
torique, on a un isomorphisme 

de groupe des composante connexes du champ des J°-torseurs est le groupe 
des coinvariants de 7ri(f/a, Ua) dans le groupe des cocaracteres X^. L'element 
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K eT definit done un caractere 

«::7ro(Hi(X,J°))^Q^ 

L'hypothese que la fibre de Tun des faisceaux pervers ^H-'(/^"(Q£)k est non 
nuUe, implique que k se factorise a travers 7ro(H^(X, Ja)) autrement dit la 
restriction de k au groupe fini H°(X, Ja/Ja) ^st nuUe. 

Soit X un point dans X ~ Ua- On a un diagramme commutatif 

MW.) -7ro(J,(F,.)/J°(a)) ^MJaiF,)/UO,)) 



HO(X, JJJ'J 7ro(HHX, JO)) 7ro(Hi(X, JJ) 

oil 7ro(Ja(F^.)/J°((9K)) = Xy^. L'element k pent etre vu comme un caractere 

«: : 7ro(J„(F,.)/J°(a.)) ^ Q," 

dont la restriction a 7ro((Ja)x) est nuUe. Autrement dit k est dans Timage de 
I'application duale 

MUF^)/JaiO.)y ^ 7ro(J„(F,.)/J°(a.))* = T^^ 

II est maintenant necessaire de prendre un groupe auxiliaire Gi comme 
dans [13 7.5]. La construction de loc. cit. fournit une suite exacte de scliemas 
en groupes reductifs connexes sur X 

verifiant les proprietes suivantes : 

- C est un tore sur X, 

- Gi est un groupe reductif de centre connexe, 

- son dual complexe Gi a un groupe derive simplement connexe. 

On renvoie a loc. cit. pour la construction de Gi. Disons seulement que 
dans le cas G semi-simple, I'argument qui suit, avec quelques modifications 
mineures, marchera aussi si on prend Gi le groupe adjoint de G. 

On pent definir sur car^j = ti/W le centralisateur regulier Ji de Gi. 
Puisque Gi est un groupe reductif connexe a centre connexe, Ji est alors un 
schema en groupes commutatif, lisse et d fibres connexes. On a de plus un 
homomorphisme de I'image reciproque de J sur car^j dans Ji, qui se deduit 
de 1 'homomorphisme G ^ Gi. En retirant sur X par I'homomorphisme ha, 
on a une suite exacte de schemas en groupes lisses 

1 —^ Ja ^^ Ji,a -^ C -^ 1. 
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On en deduit une suite exacte 

1 ^ Ja(i^x)/Ja(a) ^ Jl,a{F.)/Jl,a{0.) ^ C{R,)/C{0.,) ^ 1. 

Puisque C est un tore sur X, C{Fx)/C{Ox) — Z^ ou c est le rang de C. En 
particulier, C{Fx)/C{Ox) est un groupe discret. II s'ensuit que la composante 
neutre de Ja{,Fx)/ Ja(Ox) s'envoie bijectivement sur la composante neutre de 
Ji,a{,F,£) / Ji^aiOx)- Par consequent, la fleclie 

7ro(Ja(Fx)/Ja(0.)) ^ 7ro(Ji,a(F,)/Ji,a(a)) 

est injective. Apres dualisation, on obtient un homomorphisme surjectif 

ft = MJiAF.)/JiAo.)r ^ MUF'.)/Ja{Ox)y 

ou Ti est le tore maximal de Gi. Puisque k, appartient a I'image 

M-UF.c)/-UO.c)r ^ 7ro(J„(F,)/J°(a))* = T^^ 
il s'ensuit que k, appartient a I'image de I'application composee 

ft ^ MJa{F'.)/Ja{Ox)y ^ f ^^ 

II suffit maintenant d'invoquer un lemme de Kottwitz pour terminer la de- 
monstration du theoreme. 

Lemme 10.5 Si k appartient a I'image de Ti"" -^ T^"^ , alors Vhomomor- 
phisme I^ -^ Out(]H) est trivial. 

Demonstration. Pour la commodite du lecteur, on rappellera I'argument de 
Kottwitz avec nos notations legerement differentes des siennes. 
Rappelons qu'on a une suite exacte 

Notons Ti I'image reciproque de T dans Gi. Les plongements rjf:T^>Get 
rif : Ti ^ Gi sont /jj-equivariant a conjugaison pres. Contenu du fait que 
Ix agit trivialement sur G et Gi pour tout a G /a:, il existe gi G Gi tel que 
pour tons ti G Ti, on a 

^fiK^i)) = int((?n(w,(^i))- 

Soit g" I'image de gi dans G, on a alors la relation similaire 

r^f{a{t)) = \nt{g^){'qf{t)) 
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pour tout t eT. 

Soit Ki G T-y"" ayant k comme image dans T^"^ . Soit H la composante 
neutre du centralisateur de n dans G et Hi la composante neutre du central- 
isateur de ki dans Gi. Puisque Gi est simplement connexe, Hi est tout le 
centralisateur de ki. L'homomorpliisme Hi ^ H est surjectif car il induit un 
isomorphisme sur les algebres de Lie. Nous allons fixer des epinglages com- 
patibles de H^ Hi et de G, Gi avec tores maximaux T, Ti. D'apres Langlands, 
il existe un unique action de Ix sur Hi et H fixant ces epinglages tels que les 
plongements Ti ^ Hi —>■ Gi et T —>■ H —>■ G sont J^-equivariants a conju- 
gaison pres. De plus riiomomorphisme surjectif Hi —>■ H est /a;-equivariant. 
Notons que les faits que Ti — > Hi est Jj^^-equivariant par conjugaison et que 
fi^iT/^ est centralise par Hi impliquent que Ki est aussi fixe par Taction de 
Ix sur Hi. 

II s'agit de demontrer que pour tout a G Ix, I'image de a dans Out(-ff) 
est trivial. II suffit de demontrer que son image dans Out(^i) est trivial. Or, 
puisque I'inclusion rjjj : Hi ^ Gi est /a;-equivariant a conjugaison pres, il 

existe g^ G Gi tel que 

r^fy^{a{hi)) = lnt{g'[){vH,ihi)) 

pour tout h E Hi. Appliquer cette relation a ki qui est fixe par a, cette 
relation implique que gi centralise ki. Puisque Hi est tout le centralisateur 
de Ki, ceci implique que Taction de a sur Hi est interieur. 

Ceci termine la demonstration du lemme 10.5 et done celle du theoreme 
10.4. D 

Cette description du support de la partie /t-isotypique joue le role d'un 
enonce de purete, analogue a la conjecture de purete de Goresky-Kottwitz- 
MacPherson PJ, importante dans leur approche du lemme fondamental par 
la coliomologie equivariante. 

Au lieu de demontrer la purete de la cohomologie des fibres de Springer 
conjecturee par Goresky, Kottwitz et MacPherson, on va demontrer que 
les images reciproques de ^H-'iff^QiJiK] aux espaces affines de Hitchin des 
groupes endoscopiques A^*^^ sont pures. Dans le cas unitaire, cet enonce a 
ete suffisant pour demontrer le lemme fondamental. 

En utilisant un resultat de Faltings j^, on pent verifier qu'au-dessus de 
Touvert elliptique A®'', le champ Ai^^^ est un champ de Deligne-Mumford 
lisse, et que le morphisme de Hitchin f^^^ : A^°'^ —>■ A*^" est propre et de type 
fini. Alors, les facteurs directs ^ii^{ff^Q,i)iK\ de Timage directe, sont purs par 
un theoreme de Deligne (c/. P). Maintenant, les images reciproques aux Af^ 
sont pures parce que A^*^"" est fini et etale au-dessus de son image dans A*^^^ et 
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que le facteur direct ^ii^{ff^Q,i)[K] est supporte par la reunion disjointe des 
adherences des images des A^'^'' pour les differentes classes de de donnees 
endoscopiques non ramifiees (k, p). 

Notons enfin I'enonce suivant qui decoule immediatement de la descrip- 
tion de Donagi-Gaitsgory du centralisateur regulier, voir proposition 3.8. 

Proposition 10.6 Soit Pq : cari:^ — > care ^e morphisme canonique de I'es- 
pace des caracteristiques de H dans celui de G. On a alors un homomor- 
phisme canonique 

{PgYJg ^ Jh 

entre les centralisateur regulier s qui est un isomorphisme au-dessus du lieu 
regulier semi-simple. 

Ces ingredients ont ete utilises dans la demonstration du lemme fonda- 
mental pour le groupe unitaire [2III et sont done etablis ici en toute generalite. 
II y a d'autres ingredients de loc. cit. qui ne peuvent pas se generaliser. En 
particulier, dans loc. cit. on a utilise un plongement H ^ G qui localement 
pour la topologie etale de X fait de H un sous-groupe de Levi de G. Ce 
plongement n'existe pas en general et il faudra suppleer d'autres arguments. 

11 Le cas SL(2) 

On discute dans cette derniere section du cas simple du groupe SL(2) 
et redemontre le tlieoreme 10.2 dans ce cas-ci. Pour cela, on donnera une 
description de la fleclie H°(X, Ja/Ja) — ^ ^o(-Pa) ^n utilisant les modeles de 
Neron plutot que la contourner par le lemme 10.3. 

Pour G = SL(2), I'espace affine de Hitchin est I'espace 

A(k) = }l'^(X,Ox{2D)). 

Pour tout a G H°(X, Ox {2D)), on trace une courbe Y^ d'equation t"^ — a = 
sur I'espace total Vd du fibre en droites Ox{D) au-dessus de X. Cette courbe 
vient avec un morphisme fini pa : Ya ^ X de degre 2 dont le groupe des 
automorphismes est {1,t}. L'involution r agit par r(t) = — t et a pour 
points fixes dans Ya les points d'intersection de Ya avec la section zero de 
Vd. Notons Ua I'ouvert maximal de X au-dessus duquel Ya est etale : c'est le 
complement des points dans X images des points d'intersection de Ya avec 
la section nuUe. La caracteristique a G K{k) est elliptique si et seulement si 
Ya est irreductible. Supposons que a est elliptique. 

Le schema en groupes Ja = KXA defini dans la section 4 associe a tout 
X-schema S le groupe 

Ja{S) = {se V{S XX Ya, O") I t{s)s = 1} . 
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La restriction de Ja a Ua est done un tore et ses fibres en les points x E X — Ua 
ont pour groupe de composantes connexes Z/2Z. Soit J° le sous-schema en 
groupes de Ja de ses composantes neutres. On a alors la suite exacte de 
faisceaux 

0-.J°^J, ^ (Z/2Z),. ^0 
xex-Ua 
qui induit une suite longue 

H0(X, (Z/2Zy ^Hi(X,jO)->Hi(X,Jj^O. 

XGX-Ua 

Cette suite induit une suite exacte a droite des ttq 

H°(X, (Z/2Z).)^7ro(P^)^7ro(P„)^0 
xex-Ua 

oil P^ est le champ de Picard des J^-torseurs. On sait d'apres 6.4 que 7ro(P^) = 
Z/2Z, le groupe des coinvariants de 7ii{Ua,u) dans X'' = Z de sorte que 
7ro(Pa) est trivial ou est egal a Z/2Z dependant de la nuUite ou de la non- 
nullite de la fleche 

f3:E'(X, (Z/2Zy - ^o(P:). 
La fleche /? est une somme des fieches de bord 

qui peuvent etre decrites de fagon relativement concrete. Soit Ner(Ja|(7„) le 
modele de Neron du tore Ja\ua- P^^ 1^ propriete universelle des modeles de 
Neron, on a un homomorphisme 

Ja -^ Ner(J,|c/J 

qui induit en particulier des fieches 

TToiJa,x) -^ 7ro(Ner(J„|[/J). 

D'apres Kottwitz et Rapoport (c/. J2l] 2.2 (iii)), le groupe des composantes 
de la fibre en x du modele de Neron est le groupe des coinvariants sous 
I'inertie du groupe des cocaracteres 

vro(Ner(Jj^J.) = (X^),, 

oil Ix C TTi ([/„,«) est le sous-groupe d'inertie en x. La fleche Py est alors 
le compose de la fleche purement locale vro(Ja,a;) — > 7ro(Ner(Ja|i7„)) et de la 
fleche evidente QiDi^ -^ (X;^)^,([/„,„). 
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Lemme 11.1 Soit a G A'^^^(A;) une caracteristique elliptique pour SL(2). 
Alors 7ro(Pa) = des qu'il existe un point de ramification de 7Ta '■ Ya ^ X 
qui est unibranche. Dans le cas ou tous les points de ramification de Ya —^ X 
ont deux branches, on a 7ro(Pa) = Z/2Z. 

Demonstration. II revient au meme de demontrer que la fleche de bord 

P, : (Z/2Z), ^ TVoiPa) = Z/2Z 

est non nulle si et seulement si le point de Ya au-dessus de x est unibranche. 
Examinons les deux cas. 

Le cas d'un point de ramification a deux branches : Soit x un point de 
branchement de X au-dessus duquel le point a; de F^ a deux branches. Soit 
Ox I'anneau local complete de X en x et F^ son corps des fonctions. Soit 
OYa,x le complete de Ya en x et E^ I'anneau total des fractions de OYa,x- 
Puisque Ya est deux branches en x, E^ est un produit de deux corps. Puisque 
Ex/ Fx est de degre 2, on a -E^; = F^^ x Fx- On en deduit que I'inertie Ix agit 
trivialement sur X^ de sorte que Xy^ = Z. 

La fleche jSx : {Ja,x/Ja,x) ~^ ^ni(Ua) ^^ factorise a travers Xy^. Or la fieche 
{Ja,x/Jax) ~^ ^/^ 6st necessairement nulle car {Ja,x/Jax) = Z/2Z est un 
groupe fini et Xy = Z n'a pas de torsion. Done Px = ^ dans le cas de deux 
branches. 

Le cas d'un point de ramification a une seule branche : Mettons-nous 
maintenant au voisinage d'un point de branchement x tel qu'en le point x 
de Ya au-dessus de X, Ya est unibranche. Gardons les memes notations que 
dans le cas precedent. : Ex est une extension ramifiee de degre 2 de Fx et le 
groupe d'inertie Ix agit sur X^ = Z par d h-> —d. La fieche Xy^ -^ X.^,jj^ . 
est done un isomorphisme. 

Le groupe J{Fx) est I'ensemble des elements de norme 1 de E^ . On con- 
state que J{Fx) est contenu dans les entiers de Ex. En particulier, il est 
borne. Le modele Neron Ner(Ja|t/„) est done de type fini et a pour (9j,-points 
les points 

Ner(J,|^J(a) = JiFx). 

Sa fibre speciale a deux composantes connexes selon que la section s prend 
la valeur 1 ou — 1 en le point 5; de Ya. 

On a J„(a) C Ner(J„|t/J(a) et J0(a) C Ner°(J,|f/„)(a). L'homo- 
morphisme canonique 

J„(a)/J°(a) - Ner(Jj^J(a)/Ner(Jj^jO(a) 
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est un isomorphisme. En effet on a un triangle commutatif 

J„(a)/J°(a) -Ner(J,|c/J(a)/Ner(Jjt/J°(a 



{±1} 

ou les deux fleches en biais associent a la classe d'une section s de Ja ou de 
Ner(Ja|(7^), definie au voisinage de x, sa valeur prise en s. Celles-ci etant des 
isomorphismes, il en est de meme de la fleclie horizontale. Dans le cas d'un 
point de ramification unibranche, la fleclie [3^ est un done isomorphisme. D 

Lemme 11.2 Soit Ya un revetement double de X generiquement etale dont 
tous les points de ramifications ont deux branches. Alors, la normalisation 
Ya de Ya est un revetement partout non ramifie de X . 

Demonstration. Apres normalisation, au-dessus d'un point de branchement 
x G X, il y a deux points de Ya correspondant aux deux branches passant 
par le point de ramification au-dessus de x. Le revetement Ya ^ X est alors 
necessairement etale. D 

La donnee d'un revetement double etale de X est equivalente a la donnee 
d'un homomorphisme p : iti{X,u) -^ 'Z/2'Z. Elle est aussi equivalente a la 
donnee d'un fibre inversible Cp sur X muni d'un isomorphisme C^"^ -^ Oj^. 
Soit Vcp — > A^ le morphisme de I'espace total de Cp dans I'espace total 
de Oj^ donne sur les sections locales par s i— * s*^^. Alors, on retro uve le 
revetement double etale de X en prenant I'image reciproque de la section 1 
de A\. 

Lemme 11.3 Soit a G H°(X, 0x(2-D)) tel que la courbe Ya tracee sur I'es- 
pace total Vd du fibre vectoriel Ox{D), n'a que des points de ramification a 
deux branches. Soit p : 7ii{X,u) -^ Z/2Z le quotient du groupe fondamental 
correspondant au revetement non ramifie de X obtenu en normalisant Ya- 
Alors le diviseur d'annulation div(a) est de la forme 

div(a) = 2D' 

D' etant un diviseur eff'ectif tel que 0^{D' — D) soit isomorphe a Cp ou Cp 
est le fibre inversible de carre neutre, associe a p. II existe de plus une section 

6GH°(X,£p®CxP)) 
bien determinee a un signe pres, tel que 6®^ = a. 
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Demonstration. On salt que localement le revetement Ya est determine par 
une equation de la forme t^ — a = oil t est la coordonnee verticale du 
fibre en droites et oil la section a est vue localement comme une fonction 
sur X a I'aide de trivialisation locale de OxC^D). Les points de branchement 
X ^ X sont les points oil a s'annulent. Le germe de Ya au-dessus d'un point 
de branchement x, est unibranche si a s'annule en x a I'ordre impair, et Ya a 
deux branches si a s'annule en x a I'ordre pair. Ainsi Ya n'a que des points 
de ramification a deux branches si et seulement si le diviseur d'annulation de 
a est de la forme 

div(a) = 2D' 

oil D' est un diviseur effectif. Soit C = Oj^{D' — D). Alors la section a de 
Ox{2D) ayant 2D' comme diviseur d'annulation, definit un isomorphisme 
£®2 ^ Q_ Y,Q^ section a fournit par ailleurs un isomorphisme de 

Vo,i2D)^x(X-D')^A^^^, 

au-dessus duquel on a un isomorphisme 

Vo,(D)^x{X - D')^Vc^x{X - D'). 

II s'ensuit qu'au-dessus de X — D' , le revetement double etale Ya et celui 
qui se deduit du fibre de carre neutre C sont isomorphes. L 'isomorphisme se 
prolonge sur tout X par normalisation. 

L'isomorphisme C ® Oj^{D) — > O^i^D') fournit k C® 0^{D) une section 
h dont le diviseur d'annulation est D' . La section 6®^ de Ox{2D) a alors 
le meme diviseur d'annulation que a. En modifiant h par un scalaire, on a 

La conjonction des trois lemmes precedents fournit la description suivante 
du faisceau 7ro(P/A''^^). Soit PicY[2]* I'ensemble des points d'ordre deux non 
triviaux de la jacobienne de X. Pour chaque Cp G Pic^lS]*, notons Hp le tore 
endoscopique elliptique au-dessus de X defini comme la forme exterieure de 
Gm associee a la representation du groupe fondamental p : '7ri(X, u) -^ 'L/2'L. 
Son espace afiine de Hitchin est 

KH, = 'il\X,Cp®0^{D)). 

Notons Sp I'image de A^' dans A'^". Alors 7ro(P/A''^^) est supporte par la 
reunion disjointe 



U 



Lyp. 
Cp&\c-j^[2\* 



Sa restriction a chaque §p est le faisceau constant Z/2Z. 
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Le morphisme de faisceaux 



, elh 



definit une action de Z/2Z sur *'H-'(/^"Q^) et decompose ce faisceau pervers 
en somme de deux composantes isotypiques 



^\ffQi) = ^H^(/fQ 



^WiffQ 



On pent verifier directement dans le cas SL(2) que A4 est un champ de 



Deligne-Mumford lisse et que le morphisme f : A4 



fell 



A*^ est un mor- 



phisme propre de type fini. II s'ensuit que le faisceau pervers ^H-^ (ff^'Qe) est 
pur, ainsi que ses facteurs directs ^W{ff^Qe)+ et ^W{ff^Qe)-. Le morceau 
^H^(/^''Q^)_ est supporte par \_\^ gpic— [21* ^p ^^ sorte que son image reciproque 
a chaque Sp est pure. 
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